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第14章  數學附錄 
一 α̂與 β̂ 的分配 
由(15.11)式可知： 
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當ε為常態分配時， β̂ 為ε的線性函數，根據常態分配的加法定理， β̂ 是常態分配。 

□β的不偏性 

由(15A.1)可得知： 
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由此證明過程可知，在 X 為固定變數， 0)( =iE ε 的條件下， β̂ 才具有不偏性。 

□ β̂ 的變異數 
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    (由(15A.1)式可知) 
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由以上知， 2)( σε =iV (變異數齊一性)及 0)( =jiE εε (無自我相關)的假設下，可得：
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□ β̂ 的分配 

由上述的證明可知在假設 0)(,)(,0)( 2 === jiii EVE εεσεε ， iε 為常態分配以及 X 為固

定變數條件下， β̂ 的分配為： 
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因此由上可知迴歸分析的這些假設會影響β的分配。 

□ β̂ 為一 BLUE 

根據 Gauss-Markov 定理， β̂ 為一 BLUE，即在假設 0)( =iE ε  ， 2)( σε =iV ，

0)( =jiE εε ， 0)( =ixE ε 下，β為所有不偏估計式中變異數最小者。 

證明：設β為任一線性估計式，表為： 
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若 β~為 β 之不偏估計式，則 
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由上式可知，若 ββ =)~(E ，則 1,0 =∑=∑ iii XCC  
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若證明 )ˆ()~( ββ VV ≥ ，則可得證 β̂ 為 BLUE，求算 )~(βV 。 
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即 )ˆ()~( ββ VV ≥  
上式中：  ∑ ∑ ∑ ∑ =−=−= 0)( 2

iiiiiiii WcWWcWdW  

其中： 
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由上式可知，任何一不偏線性估計式 β̂ 其變異數均大於等於 OLSE β̂ 的變異數。因此

Gauss-Markov定理可得證。 
同理可證明 
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α̂根據 Gauss-Markov定理亦為一 BLUE。 

<二> 2
|XYS 為 2σ 的不偏估計式 
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<四> 證明 2
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上式中： 
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因當 0H 為真時 
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<七> 證明 ]
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此外，亦可得 0̂Y 之分配為： 
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0̂Y 為 )|( 0XYE 最小變異不偏估計式。 

<八>  二元常態分配的機率密度函數 
相關分析時，我們假設二元隨機變數 X、Y 間的聯合機率函數為一常態分配，稱為二
元常態分配，其機率函數為： 
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且 ∞<<∞− X ， ∞<<∞− Y ， 11,0,0 <<−>> ρσσ YX ， 
ρ代表 X 、Y 的母體相關係數。 
 


