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第12章  數學附錄 
一 設 ),(~ 2

111 σµX ， ),(~ 2
222 σµX ，且 1X 與 2X 獨立，自 1X 與 2X 中獨立隨機抽取  

二 個 大 樣 本 ( 30,30 21 ≥≥ nn )O ， 則 21 µµ − 的 信 賴 區 間 為

212/21 )( XXZXX −⋅±− σα ，其中 

)/()/( 2
2
21

2
121

nnXX σσσ +=−  

證明 估計 21 µµ − 時，選擇 21 XX − 為點估計式 

依據中央極限定理可得 

)/,(~ 1
2
111 nNX σµ ， )/,(~ 2

2
222 nNX σµ  

再依據常態分配加法定理可得 21 XX − 的抽樣分配：  

)//,(~ 2
2
21

2
12121 nnNXX σσµµ +−−  

由於 21 XX − 為常態分配，因此可得 )1(21 α−− 的XX 的機率區間為：  

ασµµ α −=⋅≤−−− − 1))()((
212/2121 XXZXXP  

其中 )/()/( 2
2
21

2
121

nnXX σσσ +=−  

根據上面的機率區間可得 )1()( 21 αµµ −− 的 的信賴區間為：  

α
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二 證明 22 )( σ=pSE ，即 2
pS 為 2σ 的不偏估計式。 
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因只要 1X ， 2X 為常態分配，且其變異數均為 2σ  
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三 設 ),(~ 2
111 σµX ， ),(~ 2

222 σµX ，且 1X 與 2X 獨立，自 1X 與 2X 中獨立隨機抽  
取二個大樣本 ( 30,30 21 ≥≥ nn )則 21 µµ − 的信賴區間為

212/21 )( XXSZXX −⋅±− α ，

其中 

)/()/( 2
2
21

2
121

nSnSS XX +=−  

證明 根據中央極限定理可得 

)/,(~ 1
2
111 nNX σµ ， )/,(~ 2

2
222 nNX σµ  

再依據常態分配加法定理可得  
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或  
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但因 2
1σ ，

2
2σ 未知，以 2

1S ， 2
2S 分別估計 2

1σ 與
2
2σ ，在大樣本的情況下， 2

1S 與 2
2S

均為 2
1σ ，

2
2σ 的一性估計式，因此下式趨近標準常態分配 
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因此可利用 Z分配求得 21 µµ − 的信賴區間：  

212/21 )( XXSZXX −⋅±− α  

<四> 設 ),(~ 2
XXNX σµ ， ),(~ 2

YYNY σµ ， X 、Y 獨立，且  
222 σσσ == YX 。自 X 、Y 中隨機抽取二個獨立樣本，其樣本數分別為 Xn 與 Yn 。

令 X 、 2
XS ，Y 、 2

YS 分別為二個樣本之平均數與變異數，則  
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證明 式的左邊為：  
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(分母部份上下乘以( 221 −+ nn )，並開根號） 
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証明請參閱下面  

( )n n SX Y p+ − 2 2
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YX nn χχ （根據第11章附錄）  

2
2−+=

YX nnχ （根據卡方分配的加法定理）  

五 設 ),(~ 2
XXX σµ ， ),(~ 2

YYY σµ ， X 、Y 獨立。自 X 、Y 中隨機抽取 Xn 與 Yn 為二個 
樣本，令 2

XS 代表第一個樣本之變異數； 2
YS 為第二個樣本之變異數，則 
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證明 根據第10章數學附錄可知： 
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上兩式相除可證得： 
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六 根據 F分配的倒數性質，求左尾α機率的 F值為： 
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證明 左尾α機率的 F值表為 α−1,, 21 vvF ，可表為： 

αα =≤ − )( 1,,, 2121 vvvv FFP  

取倒數可得 α
α

=≥
−

)11(
1,,, 2121 vvvv FF

P   

因自由度 12 ,vv 的右尾α機率的 F值可表為 α,, 12 vvF ，因此 式可表為 

αα =≥ )( ,,, 1212 vvvv FFP   
比較 可知： 
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