
淡江大學 98 學年度第 1 學期 期末考試命題紙
考試科目: 線性代數 開課班別: 資統一 命題教授簽章:
考試日期: 1 月11日 (一) 第 2 節 准帶項目打 ©, 否則打 ×
本試題共 3 頁, p.1 印刷份數 53 份 計算機 課本 筆記 字典 (∨) 放大成 B4、單面印刷 以便計算

備註: 在答案紙上做答 × × × ×
每道題必須整齊列出有效之計算、 推導式子於答案紙方予計分。 有答案沒正確理由、 不依指示做答者 0 分。

粗體字母 (boldface) 表示向量 (vector), 大寫字母表示矩陣 (matrix)。 所有專有名詞皆不得詢問。

1. (+3) 證明: x− y 與 x + y 垂直 ⇐⇒ ‖x‖ = ‖y‖ 。 §3.1#12

(sol.) x − y 與 x + y 垂直 ⇔ 〈x − y,x + y〉 = 0(+1) ⇔ 〈x,x〉 −����〈y,x〉 + ����〈x,y〉 + 〈y,y〉 = 0(+1) ⇔
‖x‖2 = ‖y‖2 ⇔ ‖x‖ = ‖y‖(+1)

2. (+5) 已知 A3×4B4×5 = 0。 證明: rank(A) + rank(B) ≤ 4。 §3.1#52

(sol.) 令 a := rank(A), b := rank(B)。
A B = 0 表示 col(B) ⊆ null(A) ⊆ R4 (+2),

必定 b = dim col(B) ≤ dim null(A) = 4− a (+2), 即 a + b ≤ 4 (+1)。

3. (+7) 證明柯西不等式 〈x,y〉2 ≤ 〈x,x〉〈y,y〉 ∀x,y ∈ Rn 並解釋等號何時成立。 〈x,y〉 不特指 xty。 §3.2#7

(sol.) 令 q(t) := 〈x + ty,x + ty〉(+1), 很明顯地, q(t) ≥ 0(+1) 且 q(t) = 〈x,x〉+ 2t〈x,y〉+ t2〈y,y〉(+1),

所以 q 的判別式
(
2〈x,y〉

)2 − 4〈x,x〉〈y,y〉 ≤ 0, 即 〈x,y〉2 ≤ 〈x,x〉〈y,y〉 (+1)。

WLOG, 說是 y 6= 0, 則: 〈x,y〉2 = 〈x,x〉〈y,y〉, 即 q 的判別式等於 0 ⇔ q 僅在 t0 := −2〈x,y〉
2〈y,y〉 一處為

零 (+1) ⇔ x + t0y = 0 (+1) ⇔ x 與 y 線性相關, 即 x 與 y 平行。(+1)

4. (+4) 方陣 P 6= 0, I, 且 P = P tP , 證明: P 是正投射。 §3.3#10(a)

(sol.) 很明顯地, P 是對稱的。 於是 P = P tP = P 2, 即 P 是投射(+1); 又因 P 是對稱的, 故 col(P ) =
row(P ) ⊥ null(P )(+2), 所以 P 是正投射(+1)。

5. (a) (+4) 『 未定係數之 y = c + d t + e t2 通過 (t,y)=(−1,2),(0,0),(1,−3),(2,−5) 四點 』 對應的 『 Ax = b 』 問題是

什麼? 將 A,x,b 明確寫出來。 §3.3#21,23,38

(sol.)

[
1 −1 1
1 0 0
1 1 1
1 2 4

] [
c
d
e

]
=

[
2
0
−3
−5

]
A(+2) x(+1) = b(+1)

(寫給自己看的)

[
4 2 6
2 6 8
6 8 18

] [
c
d
e

]
=

[
−6
−15
−21

]
AtA x = Atb

(b) (+6) 求上述 『 Ax = b 』 問題的最小平方解 x̂ 。

(sol.) 很明顯地, rank(A) = 3 所以 AtA 可逆, AtAx = At b 的解 x̂ 唯一, 同時它 也是 Ax = b 問題

的最小平方解 (+1)。 計算:
[

4 2 6 −6
2 6 8 −15
6 8 18 −21

]
→

[
2 1 3 −3
2 6 8 −15
0 0 4 0

]
→

[
2 1 3 −3
0 5 5 −12
0 0 4 0

]
→

[
1 0 0 −3/10
0 1 0 −12/5
0 0 1 0

]
到此4分,

即 x̂ = (AtA)−1(At b) =
[
−3/10
−12/5

0

]
(+1)

(c) (+13) 對 ‖Ax− b‖2 配方 (以求最小平方解)。

(sol.)‖Ax− b‖2 = (c− d + e− 2)2 + c2 + (c + d + e + 3)2 + (c + 2d + 4e + 5)2 (+1)
= 4c2 + 4cd + 12ce + 6d2 + 16de + 18e2

+12c+30d+42e+38 (+1)
= 4

(
c2 + cd + 3ce + (d

2
)2 + (3e

2
)2 + 3

2
de

)
+ 5d2 + 10de + 9e2

+12c+30d+42e+38 (+1)
= 4(c + d

2
+ 3e

2
)2 + 5(d2 + 2de + e2) + 4e2

+12c+30d+42e+38 (+1)
= 4(c + d

2
+ 3e

2
)2 + 5(d + e)2 + 4e2 + 2(6c + 15d + 21e) + 38 (+1)

= 4(c + d
2

+ 3e
2

+ p)2 + 5(d + e + q)2 + 4(e + r)2 + s (+1)

令
P=4p

Q=5q

R=4r

, 一次項:
1·P = 6
1
2
·P +1·Q = 15

3
2
·P +1·Q +1·R = 21

(+2) ⇔
P=6

Q=12

R=0

⇔
p=P

4
=

3
2

(+1)

q=Q
5

=
12
5

(+1)

r=R
4

= 0 (+1)

, s=38−4( 3
2
)2−5( 12

5
)2= 1

5
(+1)

故 ‖Ax− b‖2 = 4(c + d
2

+ 3e
2

+ 3
2
)2 + 5(d + e + 12

5
)2 + 4e2 + 1

5

在 e = 0 ⇒ d = −12
5

⇒ c = − 3
10

有極小值 1
5

(+1)。
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6. (a) (+9) A =

[
1 −3 −2 −1
3 2 5 −3
5 3 8 4
−1 0 −1 5

]
. 依 Gram-Schmidt process 給出一組 col(A) 的正交基。

(sol.) A := [a1 | a2 | a3 | a4] → Q := [q1 | q2 | q3 | · · · ] orthogonal:
q1 = a1 = (1, 3, 5,−1)t → 1

6
(1, 3, 5,−1)t (+1)

q2 = a2 − 〈q1, a2〉q1
=(−3,2,3,0)−3· 1

6
(1,3,5,−1)t

= 1
2
(−7, 1, 1, 1)t → 1

2
√

13
(−7, 1, 1, 1)t (+2)

q3 = a3 − 〈q1, a3〉q1 − 〈q2, a3〉q2
=(−2,5,8,−1)t−9· 1

6
(1,3,5,−1)t−

√
13· 1

2
√

13
(−7,1,1,1)t

=(0,0,0,0)t abandon (+3)
q3 = a4 − 〈q1, a4〉q1 − 〈q2, a4〉q2

=(−1,−3,4,5)t− 5
6
· 1
6
(1,3,5,−1)t−

√
13
2
· 1
2
√

13
(−7,1,1,1)t

= 11
18

(1,−6, 5, 8)t → 1
3
√

14
(1,−6, 5, 8)t (+3)

(b) (+5) 將上面算出的正交基單位化, 便帶出一 「QR-分解」 A = QR。 請將 Q,R 明確寫出來 (不要刪 A 的

行!)

(sol.) 由 (a), a1 = 〈a1, q1〉q1 = 6 q1

a2 = 〈a2, q1〉q1 + 〈a2, q2〉q2 = 3 q1 +
√

13 q2

a3 = 〈a3, q1〉q1 + 〈a3, q2〉q2 + 〈a3, q3〉q3 = 9 q1 +
√

13 q2 + 0 q3

a4 = 〈a4, q1〉q1 + 〈a4, q2〉q2 + 〈a4, q3〉q3 = 5
6
q1 +

√
13
2

q2 + 11
√

14
6

q3 ,

即 [a1 | a2 | a3 | a4]︸ ︷︷ ︸
A

= [q1 | q2 | q3]︸ ︷︷ ︸
Q as in (a)

(+1)

[
6 3 9 5/6

0
√

13
√

13
√

13/2

0 0 0 11
√

14/6

]
︸ ︷︷ ︸

R
(+4)

(c) (+6) 求 col(A)⊥, 即 col(Q)⊥ (只管比例 算起來就簡單)。

(sol.)
[

1 3 5 −1
1 −6 5 8

−7 1 1 1

]
∼

[
1 3 5 −1
0 −9 0 9
0 22 36 −6

]
∼

[
1 3 5 −1
0 1 0 −1
0 11 18 −3

]
∼

[
1 3 5 −1
0 1 0 −1
0 0 18 8

]
∼

[ 1 3 5 −1
0 1 0 −1
0 0 1 4/9

]
∼

[
1 0 0 −2/9
0 1 0 −1
0 0 1 4/9

]
到此4分,

∴ col(A)⊥ = col(Q)⊥ = null(Qt) = 〈(2,9,−4,9)t〉 (+2)

7. (+3) An×n, 證明: AtA = I ⇐⇒ AAt = I —– orthogonal 矩陣的等價定義, 我提醒過你們兩次了!

(sol.) AtA = I ⇒ AAt = AAtAAt = (AAt)2 ⇒ AAt = I or 0(不可能)。 (況且, 方陣 At 為 方陣 A 之左

逆, 則 A 之右逆必為 At, 即 A 與 At 為互逆之方陣。)

8. (+4) M :=

[
x1 x2 x3 x4
x1 x2 x3 x4
x1 x2 x3 x4
x1 x2 x3 x4

]
求 f(x1, x2, x3, x4) := det(I + M)。 §4.2#32

(sol.) f(x) =

∣∣∣∣ x1+x2+x3+x4+1 x2 x3 x4
x1+x2+x3+x4+1 x2+1 x3 x4
x1+x2+x3+x4+1 x2 x3+1 x4
x1+x2+x3+x4+1 x2 x3 x4+1

∣∣∣∣ (+1) =(x1+x2+x3+x4+1)

˛̨̨̨
˛̨ 1 x2 x3 x4
1 x2+1 x3 x4
1 x2 x3+1 x4
1 x2 x3 x4+1

˛̨̨̨
˛̨(+1)

= (x1+x2+x3+x4+1)

˛̨̨̨
˛̨ 1 x2 x3 x4
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛̨̨̨
˛̨(+1) =(x1+x2+x3+x4+1)(+1)

9. (+4) A = [ a1 a2 a3 a4 ], det A = 8, 求 det(a1 + a2 | a2 + a3 | a3 + a4 | a4 + a1) 。 ∼=§4.2#33

(sol.) [a1 + a2 | a2 + a3 | a3 + a4 | a4 + a1]︸ ︷︷ ︸
C

= A

1 0 0 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1


︸ ︷︷ ︸

B

(+2) 且 det B = 0 (+1),

故 det C = det A · det B = 0 (+1).
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10. (+5) 令 A1 := [1], A2 :=
[

1 1
1 1

]
, A3 :=

[
1 1 0
1 1 1
0 1 1

]
, · · · , (n > 2 時 An 為 n×n 三平行對角線全是 1 的三對角線矩

陣) 且令 dn := det An. 可將 An 依第一列展開, 證明 d1 = 1, d2 = 0, n > 2 時, dn = dn−1 − dn−2 。 §4.3#5

(sol.) dn = 1 · dn−1 − 1 · det
[

e1

∣∣∣ e1+e2+e3

∣∣∣ e2+e3+e4

∣∣∣··· ∣∣∣ en−3+en−2+en−1

∣∣∣ en−2+en−1

]
(n−1)×(n−1)

(+2)

= dn−1 − dn−2 + 1 · det
[

0

∣∣∣ e1+e2+e3

∣∣∣ e2+e3+e4

∣∣∣··· ∣∣∣ en−4+en−3+en−2

∣∣∣ en−3+en−2

]
(n−2)×(n−2)

(+2)

= dn−1 − dn−2 + 0 (+1)

11. (+5) 如何達成 A4×4 裡 0 元素越少越好 且 det A = 0? §4.3#15

(sol.) 4 個零在 A 的同一列或同一行即可。(+2)

如何達成 B4×4 裡 0 元素越多越好 且 det B 6= 0?

(sol.) 4 個非零在 B 的 (σ(1), 1), · · · , (σ(4), 4) 位置即可 (σ: 任何 1, 2, 3, 4 的重排) (+2), 至多 12 個零。(+1)

12. (+6) A 可逆, 於是

(
I 0

−CA−1 I

)(
A B
C D

)
=

(
A B
0 S

)
, 其中 S=D−CA−1B —這消掉 C 的招早會了吧? 如果其餘的 B, C, D

也是方的, 用這招證明:
∣∣A B
C D

∣∣ = |AD−CB| (6= |AD−BC|、 |DA−BC|、 |DA−CB|、 |A||D|−|C||B| !) §4.3#34,35

(sol.) 很清楚地,
∣∣A B
C D

∣∣ =
∣∣A B
0 S

∣∣ = |A| · |S|

13. (+11) A =
(
ai,j

)n

i,j=1
, ci,j 為 ai,j 的 cofactor, C =

(
ci,j

)n

i,j=1
. §4.4#18

(a) 寫出 A 與 C 之間的關係式。 要寫理由。

(sol.) det A 對第 i 列展開: det A = ai,1ci,1 + · · · + ai,nci,n ∀ i = 1, · · · , n (+2), 令 B 為 A 的第 i 列

以 列向量 b = (b1, · · · , bn) 取代, 則 det B = b1ci,1 + · · · + bnci,n, 若使 列向量 b 與 A 的第 k 列

內容相同, 則 det B = 0。(+2) 即: ai,1cj,1 + · · ·+ ai,ncj,n =
{

det A if i = j
0 if i 6= j ∀ i, j = 1, · · · , n,

因此 det(A) I = A Ct (+2)。

(b) 如果 A 的所有 cofactors 都是 0, 請問 A 可逆嗎? 要寫理由。

(sol.) det(A) I = A Ct = A 0, 故 det A = 0. (+1) 所以: C 可逆 iff A 可逆。(+1)

(c) 如果 A 的所有 cofactors 都不是 0, 請問 A 可逆嗎? 要寫理由。

(sol.) 不見得。 rank(An×n) = n − 1 (+2), 例如, #9 裡 rank 3 的

[
1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

]
, 它的 cofactor 矩陣[

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

]
元素全部非零。(+1)
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