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摘要

本文主要的目的乃是針對傳統回算程式的一些明顯缺點，如：彈性模數值的回算解可
能不唯一，輸入模數值範圍的選擇仍沒有可依循之準則、而且回算過程不僅耗費時間甚至有
時可能會有不收斂的問題等，做理論的研究改進。本文首先以Burmister與Scrivner的二層彈
性理論之撓度方程式為基礎，利用因次分析的原理推導出影響該函數的主要無因次參數。然
後，再確立面層撓度值與回算彈性模數值的一對一函數關係，並依此建立資料庫與預估方程
式組，以便於各層彈性模數值的快速運算。最後再以實例作初步的驗證，並提出未來應用與
改進的具體建議。

一、前言

在鋪面管理系統中，對於道路鋪面的養護維修工作，有賴於定期對於現有道路鋪面的
結構進行評估，以瞭解鋪面狀況。為表示鋪面結構的強度，以往必須在鋪面上直接鑽心取
樣，再於實驗室中求得應力與應變關係，以決定鋪面各層材料的彈性模數 (Elastic
Modulus)。這種方法不僅費時費事，而且鑽心取樣會對鋪面的結構造成直接的破壞，影響其
結構強度。

近年來，利用非破壞性試驗(Non-Destructive Testing)量測鋪面表面撓度值以反映鋪面結
構狀況，既不會破壞現有鋪面結構而且量測速度快，因此已被廣泛地應用。目前較常用的非
破壞性試驗儀器有動力撓度儀(Dynaflect)、路面評審儀(Road Rater)、和衝擊荷重撓度儀
(Falling Weight Deflectometer)等。然而，由於用以表示鋪面結構強度的彈性模數值，無法由
非破壞性試驗量測的表面撓度值直接計算而得，因此，一般是以回算的方式回算出鋪面各層
材料的彈性模數。

1.1 研究目的

目前回算程式所使用的回算法大致可分為兩大類：反覆計算法和資料庫處理法。反覆
計算法是利用一系列反覆計算與重複修正的步驟，以假設一組彈性模數值所計算出的撓度值
與實測撓度值比較，使其誤差在指定可接受的誤差範圍內。資料庫處理法則是以鋪面與路基
的彈性模數所計算出的表面撓度值，建立成一個大型的資料庫。使用時，將實際量測的撓度
值與資料庫中的撓度值比較，找出一組合適的彈性模數值。



本研究主要目的乃針對傳統回算程式的一些明顯缺點，做理論的研究改進 [1]。由於傳
統回算法過程複雜，若僅從多層線性彈性系統為考量，目前仍存在一些問題尚待解決，如：

(1) 從量測之撓度值估算出彈性模數值的解可能不唯一。
(2) 回算程式中輸入資料範圍的選擇，將影響回算結果的正確性甚巨，然目前仍沒有

可依循之準則。
(3) 反覆運算的過程不僅耗費時間，甚至有時可能會有不收斂的問題。
本文除了針對上述問題研究改進的方法，並擬融合資料庫回算法的理念與最新的統計

迴歸方法，建立一個能由面層撓度值直接計算出各層彈性模數值的預估方程式組。該預估方
程式組不僅可免除反覆運算的時間，在面層撓度量測與彈性模數值回算的過程亦有了及時
性。如此，不僅可以在試驗現場立即計算出各層之彈性模數值，必要時亦可重複該非破壞性
撓度試驗，以確保所量測資料與回算之彈性模數值的正確性。此外，若有必要運用傳統回算
程式時，該預估方程式組的可能預估誤差範圍亦可做為選定傳統回算程式中設定彈性模數值
範圍的基本準則。

1.2 研究方法

當理論分析工具無法產生封閉型解，或是在研究涉及許多數值和經驗性的一些工程問
題上時，因次分析(dimensional analysis)原理的應用顯然有其必要性。因次分析的方法考慮理
論方程式的無因次形式，由一組與資料相關的無因次參數，代表多項有因次的變數間的繁複
組合的最簡化關係。所以，在資料的分析上，可以減少相關參數的數目，並可節省相當多的
時間與成本。此分析方法目前亦已受到工程界相當的肯定。

本文首先以Burmister與Scrivner的二層彈性理論之撓度方程式為基礎[2, 3]，利用因次分
析的原理推導出影響該函數的主要無因次參數，並反覆驗證之。然後，再將該無因次參數的
撓度函數關係式轉換成彈性模數回算的函數關係式，並確立面層撓度值與該函數的一對一關
係。其次，再以此無因次參數，選定可能的範圍並建立資料庫。並根據此資料庫與最新的統
計迴歸方法（投影追逐迴歸法，Projection Pursuit Regression, PPR）[4, 5] 建立預估方程式
組，以便於各層彈性模數值的快速運算。

二、二層彈性理論之發展

大家熟知的Boussinesq方程式是以一個集中荷重作用在單一的均勻土層，以解出應力和
變位的問題。Burmister藉由荷重函數之貝索函數(Bessel Function)展開，對於一個相當於集中
荷重作用在第一層表面之分佈力的任意疊加荷重，得到二層彈性系統中第一層表面的撓度方
程式[2]。此系統是一垂直集中荷重P，作用在鋪面表面O點處，該點為圓柱座標r及z之原
點，z座標向下為正（如圖一所示）。兩層均假設為均值、等向性的線彈性材料，上層之彈
性模數為E1、厚度為h，下層之彈性模數為E2、厚度則為無限，並假設兩層的柏松比皆為
0.5。該撓度方程式為：
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其中：
P = 作用於鋪面表面的垂直力，[F]。
h = 上層的厚度，[L]。
E1 = 上層的彈性模數，[FL-2]。
E2 = 下層的彈性模數，[FL-2]。
w = 鋪面表面的垂直撓度，[L]。
r、z = 圓柱座標（r = 水平方向，z = 垂直方向），[L]。
m = 參數。
J0(x) = 第一類的零階貝索函數。
N = E1和E2的函數。
其中  [F]、[L]代表力與長度之單位。

圖一　點荷重作用在二層彈性系統的表面上 [3]

Burmister再據此推導出二層彈性系統在圓形均佈荷重作用下中心點之撓度方程式。依
因次分析的原理，該撓度方程式可簡化為：
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其中：
wc = 荷重中心點下方的垂直撓度，[L]。
p = 作用於鋪面表面的垂直均佈壓力，[FL-2]。
a = 荷重半徑，[L]。
Fw = a / h 和 E2 / E1 的函數。

Scrivner 於 1973 年再針對動力撓度儀作用在鋪面—路基的二層彈性系統上做進一步的
研究[3]。為了能由動力撓度儀所測得的表面撓度資料轉換成鋪面及路基的彈性模數，
Scrivner 乃將路基以上的全部材料，假設統合成一種材料，而形成簡化的二層系統(如圖
一）。由於荷重的面積小，Scrivner 乃以點集中荷重的型式模擬上述之均佈荷重，以簡化數
學運算。在距離 O 點水平距離 r 處之表面撓度 w，其與 h、P、E1、E2之關係如下式：
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其中，V = m和N的函數。

因此，若假設距動力撓度儀荷重中心r1、r3處之鋪面表面撓度各為w1、w3，將之代入上
述的表面撓度方程式，並將所得的二方程式相除可得：
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其中，F1、F3、G 為 E2 / E1、r1 / h 和 r3 / h的函數。若選定一非破壞撓度量測儀器(如
動力撓度儀)，且r1、r3和面層厚度h為已知，則由方程式(E. 4) 中可知，w1r1 / w3r3僅是彈性
模數比E2 / E1的函數。因此，配合ELASTIC MODULUSⅡ程式之應用，通常在某一精確度的
要求下，可利用試誤法的收斂過程得到一個滿足前述方程式的解。再將所得E2 / E1的值代回
式(E. 3) 中，可解得E1值，而E2之值可由E2 = E1 * (E2 / E1)式中求得。

三、 回算程式之基本理論與限制

回算法的基本原理是利用鋪面理論（如多層彈性理論與版理論），由量測的面層撓度
值回算鋪面各層材料的彈性模數。較常用的鋪面理論分析模式，是利用Odemark的等值厚度
公式簡化的多層彈性理論[6]。鋪面材料模式基本上是假設均質、等向性、和線彈性，通常
此與材料的真實狀況並不盡符合。因此，選用分析模式時，需注意其基本假設與限制。

一般回算程式的基本假設為：當鋪面受到動力載重作用時，經由鋪面理論計算之撓度
值與實際量測的撓度值相同時，存在唯一的一組彈性模數組合。因此，在各層厚度、荷重大
小、荷重面積和柏松比已知的情況下，可先假設一組彈性模數組合並代入鋪面理論中計算出
一組理論撓度值，再比較此一理論撓度值與實際量測撓度值之差異。如果兩者之誤差不在設
定之容許範圍內，則須改變另一彈性模數組合，再重複前述之計算步驟。直到有一組彈性模
數組合的撓度誤差在限定範圍內，則將此組彈性模數值視為該鋪面之各層結構強度。

由回算的基本原理亦可發現，對於一組實測撓度值會有無限多的彈性模數組合所計算
的理論撓度值與實測撓度值的誤差在設定的誤差範圍內。以Scrivner的研究為例，Scrivner針
對動力撓度儀的配置，在荷重面積半徑a及感應器位置r1、r3固定的狀況下，建立彈性模數回
算的資料庫與曲線圖。如圖二之 w1r1 / w3r3 對彈性模數比E1/E2的厚度曲線圖，Scrivner並以
w1r1 / w3r3 = 1及 h = 11.2 in.為分區，將該圖分成四個部份討論。圖中可知，厚度大於11.2 in.
的兩個部份有唯一解；而厚度小於11.2 in.的部份則是有兩組解或無解[3]。因此，在回算的



基本理論考量下，從量測之撓度值回算出彈性模數值的解可能不唯一。而此項最基本的理論
限制，卻往往被傳統的回算程式所忽略。(1 in. = 2.54 cm)

圖二　Scrivner 針對動力撓度儀所建立之鋪面厚度曲線圖

由於傳統的回算法，必須經由多次反覆運算使計算出之理論撓度值與實測撓度值的誤
差在容許範圍內，以推估出各層材料之彈性模數值。然而，回算程式中各層彈性模數值範圍
的輸入與誤差範圍的設定，對回算結果的正確性影響甚大。一般而言，若彈性模數值範圍設
定過大，則回算結果較不理想，而且反覆運算次數可能會增加並使計算時間加長。另一方
面，如果彈性模數值範圍設定過小，以致於真正的解不在其中，則可能得到設定範圍的邊界
值而非所求之正確值。此外，若再加上覆算次數之限制（或不足）以至無法收斂，則所得回
算結果的正確性必然大受影響。因此，選擇適合的分析模式並減少對輸入值的猜測，將有助
於得到較合理的回算結果。

四、無因次參數之選定及驗證

Scrivner只針對動力撓度儀的配置，在荷重面積半徑a及感應器位置r1、r3固定的狀況
下，建立彈性模數回算的資料庫與曲線圖（如圖二）。若針對不同的撓度量測儀器，則荷重
面積之半徑a及撓度量測位置r1、r3等參數均會變動，如道路評審儀之 a = 9 in.，r = 0、12、
24、36、48 in.；衝擊荷重撓度儀之 a = 5.9 in.，r = 0、8、12、18、24、36、60 in.。因此，
必須考慮加入a、r1、r3等參數於函數關係式中，以建立新的彈性模數回算曲線圖。因此，根
據Burmister及Scrivner所提出的理論推導，可推估出如下之函數關係：(1 in. = 2.54 cm)
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由一系列的BISAR程式 [7] 運算結果，亦可印證出上式之關係：亦即僅有E1 / E2、r1 /
h、r3 / h及 h / a四個無因次參數與 w1r1 / w3r3 是相關的。簡而言之，當此四個無因次參數固
定時，不管E1、E2、r1、r3、h、a之值如何變化，都不會影響 w1r1 / w3r3 的值。較詳細的驗
證結果，請參閱參考文獻 [1]。

五、回算資料庫之建立

設定式(E. 6) 中之無因次參數E1 / E2、r1 / h、r3 / h及 h / a之數值範圍，可建立一基本回
算資料庫。因為 w1r1 / w3r3 只與上述四個參數相關，固定四個參數值， w1r1 / w3r3 即不受影
響。所以每一組參數只需取適當之E1、E2、r1、r3、h、及a之值（須滿足參數之值），代入
BISAR程式 [7] 計算得該組之w1及w3，可得 w1r1 / w3r3 之值。

此外，在有限的資源限制下，分析用之資料庫的規模不能太大，而且也必須兼顧廣泛
的代表性。因此，本研究僅考慮鋪面和路基的彈性模數之可能大小，以決定E1 / E2的範圍。
並考慮一般常用之非破壞性撓度量測儀器之荷重面積與感應器位置，以及第一層厚度，以建
立r1 / h、r3 / h及 h / a之數值範圍。

在考慮一般E1、E2、h、a、r1及r3之可能大小範圍下，假設P = 2,400 lb 、E2 = 1,000
psi 、h = 10 in.，選擇無因次參數E1 / E2、r1 / h、r3 / h及 h / a之數值範圍如下：（其中，並
選定r1>r3以減少不必要的重複運算，故總共可得1680組資料。1 lb=0.454 kg, 1 psi=0.07
kg/ cm2 , 1 in.=2.54 cm）

E1 / E2 = 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000
r1 / h = 0.8 , 1.2 , 1.8 , 2.4 , 3.6 , 4.8 , 6.0
r3 / h = 1.2 , 1.8 , 2.4 , 3.6 , 4.8 , 6.0, 7.2
h / a = 0.8 , 1.3 , 2.5 , 3.5 , 5.0

各無因次參數之值選定後，即以FORTRAN語言寫成資料整理及擷取的程式。自行撰寫
之程式共分兩部份：第一部份是建立參數資料庫及BISAR程式之輸入檔；第二部份則是由
BISAR程式之輸出檔擷取程式算出之撓度值，再與參數資料庫合併建立成資料庫。本研究利
用程式來擷取所需資料及建立資料庫，除可避免人為誤差外，也方便資料庫之修改與建立。

六、非線性預估模式組之建立

6.1 投影追逐迴歸分析法之介紹

Friedman和Stuetzle在1981年所發展的投影追逐迴歸法(Projection Pursuit Regression , PPR)
[4, 8] 是利用小區域平均的技術，將回應表面(y's)模擬成一系列各項預估變數(x's)的非參數性
變數的投影函數之和。假設存在如下之真實模式：
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其中，x = (x1、x2、⋯⋯、xp)T 代表預估變數的向量。而 y是回應變數的期望值或平均
值，βm 是迴歸常數，###是隨機誤差。在概念上，投影追逐迴歸法是將預估變數x投影到方
向向量a1、a2、⋯、am上，以得到其投影長度a xm

T ，其中m = 1、⋯⋯、M0。並利用最佳化之
技巧，以找到可以模擬多維回應表面的最佳非線性轉換函數 ###1、###2、⋯、###n之組合。
而 ( )φ m m

Ta x 係代表估計投影長度的未知非參數性的轉換函數。換言之，回應表面將被分成一

系列平均投影項加在一起的總和。其中，第一投影項###1可代表參數空間上的主要趨勢，而
其與回應表面值之差（或殘餘值）則成為其他投影項的來源。

經由投影追逐迴歸分析法的輔助，可將多維空間上之回應表面轉換為可以二維曲線圖
形表示的平均投影曲線的和。此後，再利用傳統的線性迴歸方式，以求得符合投影曲線的方
程式組。本研究採用如上所述之二階段迴歸分析方式[5]，以協助找尋較符合多維回應表面
的正確的函數型式。在分析的過程中，亦能輕易地經由目視查證或與主題有關的工程知識，
選擇合理的函數型式及適用的邊界條件，以模擬個別的投影曲線。

6.2 預估方程式組之建立

由前述二層彈性理論與因次分析的結果中可知，若欲藉由式(E. 6)推導出如公式(E. 8) 中
E1 / E2與無因次參數w1r1 / w3r3、r1 / h、r3 / h及h / a間之回算關係式，其解可能亦不唯一
（亦即某些部份可能有唯一解、兩組解、或無解）。

E
E

G
w r
w r

r
h

r
h

h
a

2

1

1 1

3 3

1 3=






, , , (E. 8)

因此，本文擬以E1 / E2 = 1和w1r1 / w3r3 = 1為分區，並僅就『E1 / E2 >1和w1r1 / w3r3 ≦
1』的部份，提出較深入的研究（注意，此與Scrivner以往的分區圖不同）。本分區內曲線之
一對一的關係，亦可由Scrivner的分區圖（如圖二）中很明顯地確立出來。並進而針對此部
份的資料，利用S-PLUS統計軟體 [8] 及前述之二階段迴歸分析方式，將此五度空間的函數關
係模擬成為一非線性函數的預估方程式組。

由於變數E1 / E2的範圍甚大，故在統計迴歸的分析過程中必須取此變數的對數函數做為
回應變數，以減少迴歸分析上的困難。經由數十次詳細的投影追逐迴歸分析結果，最後選定
如下之最佳預估方程式組，以模擬此五度空間的函數分區：
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A1 = - 0.699x1 +  0.00046x2 -  0.00059x3 +  0.00151x4 +  0.715x5 -  0.00013x6 -  0.00003x7
A2 = - 0.419x1 -  0.0864x2 +  0.813x3 +  0.167x4 -  0.355x5 -  0.0420x6 + 0.0298x7
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Statistics:  N=1247，R2=0.995，SEE=0.0645，CV=2.8%
Limits : 1≦E1 / E2≦5000，0.8≦r1 / h≦6，1.2≦r3 / h≦7.2，

0.8≦h / a≦5.0，w1r1 / w3r3≦1，r1＞r3

其中，N 代表資料數目，R2值為非線性預估方程式組之判定係數，SEE為標準偏差，
而CV為變異係數。原回算資料庫之參數範圍亦是此預估方程式組的限制範圍。須注意的是
投影的次數愈多，雖然可使判定係數(R2)愈趨近於1並提高對資料的符合度，但同時也會增
加方程式組的數目及複雜度。故預估方程式組的建立，必須在此中間取得一平衡點。
同理，為求計算之方便，我們亦可利用前述建立預估模式的方法，將式(E. 5)模擬成如下之
近似式，以計算出各層彈性模數值。
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Statistics: N=420，R2=0.9989，SEE=0.03266，CV=1.95%
Limits : 1≦E1 / E2≦5000，0.8≦r1 / h≦6，0.8≦h / a≦5.0

如此，我們可以利用式(E. 9)的預估方程式組推估出彈性模數比E1 / E2的近似值，再將
所得之E1 / E2值代入式(E. 10)中，以求得上層彈性模數值E1，並計算出下層彈性模數值E2。

七、預估模式組之驗證

本文所建立之預估方程式組，可由面層撓度值與其它相關資料直接計算二層彈性系統
之彈性模數比，並進而計算出各層之彈性模數值。將運用此方式及BISDEF程式 [9] 回算所求
得之彈性模數值與原假設已知之該組彈性模數值比較，以驗證其回算之精確度。茲將本文中
初步建立的方程式組之應用實例及驗證過程敘述如下：



假設二層彈性系統的面層厚度 h=10 in.， 荷重 P=3,000 lb， 荷重盤半徑 a=7.69 in.， 撓
度量測位置 r1=36 in. 和 r3=60 in.，若設上層及下層之彈性模數值 E1=1,000,000 psi，
E2=5,000 psi 為已知。由BISAR程式計算得其撓度值為w1=0.00386 in.， w3=0.0028 in.。(1
lb=0.454 kg, 1 psi=0.07 kg/ cm2 , 1 in.=2.54 cm)

現若假設上述之撓度值w1，w3為已知，而E1，E2為欲回算求得之未知彈性模數值。因
此， h/a = 1.3，r1 / h = 3.6，r3 / h = 6.0， w1r1 / w3r3 = 0.827。將上述參數代入前述之預估方
程式組中，可得 A1 =  -0.14267，A2 = 3.28976，A3 = 0.35660，###1 = -0.59584，###2 =
1.26694，###3 = -0.32111。最後將以上結果代入式(E. 9)中，可得㏒10(E1 / E2) = 2.28826，亦
即E1 / E2 = 194.20。

同理，將此 E1 / E2 值代入前述之另一預估方程式組中，可得 A1 = 2.75956，A2 =
2.15223，###1 = 0.49000，###2 = 0.80058。再將以上結果代入式(E. 10)中，可得 ( )log10 Y  =
2.2475，亦即是Y = 176.8068。因此，可計算出上層彈性模數值 E1 = 911,259 psi，而下層之
彈性模數值E2 = 4,692 psi。此運算之結果不僅與原假設值甚為相近，而且比傳統的回算程式
(如BISDEF程式)更具有快速性與精確性。

八、結論與建議

一般回算程式必須輸入鋪面各層彈性模數值的範圍與起始值，而該彈性模數值範圍之
設定，對於回算速度及回算結果之正確性有相當大的影響。此外，由回算的基本理論分析中
得知，量測之面層撓度值所估算出之彈性模數值的解可能不唯一。此理論之嚴重限制在一般
回算程式中均不予考慮，因此亦可能會影響回算結果之正確性甚巨。本文除了針對上述問題
研究改進的方法，並融合資料庫回算法的理念與最新的統計迴歸方法，建立一個能由面層撓
度值直接計算出各層彈性模數值的預估方程式組。

本文以無因次的參數及函數關係建立之資料庫及預估方程式組，比傳統的分析法更具
代表性，所以適用範圍亦較廣。該預估方程式組不僅可免除反覆運算的時間，在面層撓度量
測與彈性模數值回算的過程亦有了及時性。如此，不僅可免除反覆運算的時間，亦可在現場
試驗中立即計算出各層之彈性模數值，必要時亦可重複該非破壞性撓度試驗，以確保所量測
資料與回算之彈性模數值的正確性。此外，若有必要運用傳統回算程式時，該預估方程式組
的可能預估誤差範圍亦可做為選定傳統回算程式中設定彈性模數值範圍的基本準則。

在時間與經費的雙重限制下，本文僅提出二層彈性系統的回算問題之初步研究。對於
參數範圍之選定、資料庫的規模大小、預估方程式組的精確度、溫度之校估、甚至三層或三
層以上之系統等問題，仍須待未來作更深入的研究。茲將改進之建議簡述如下：
1. 本文所推導出之無因次參數，可做為未來分析三層或三層以上系統之依據，並靈活擴

展運用之。
2. 由於資料庫中之變數E1 / E2的範圍甚大，故在前述的迴歸分析中必須取此變數的對數函

數做為回應變數，以減少分析上的困難。因此，各層彈性模數之估算誤差亦可能成對
數增長。所建立之非線性方程式組的預估結果經初步驗證有相當之正確性，然為提高
預估方程式組的精確度，必要時可在迴歸分析時將資料庫做細部分區 、慎選參數範
圍、或增加非線性函數之投影項。但是，迴歸之投影項仍不宜增加過多，以免方程式
組過於複雜，不利於計算。

3. 溫度校估在非破壞性撓度試驗分析鋪面結構強度的程序中，是非常重要的部份。尤其
是國內最常用的瀝青材料，其材料性質受到溫度變化的影響極大。為使回算彈性模數



之結果合理，量測撓度時必須同時記錄量測溫度，並配合當地之溫度校估模式，以便
將撓度值校估為設計時標準溫度下的撓度值，再回算得彈性模數值。

4. 若經由以上之深入研究改進，使所建立之預估方程式組更精確，且方程式更簡化，則
有利於寫成程式以直接計算出各層之彈性模數值。此外，將該程式與非破壞性撓度量
測儀器相結合，則可立即由現場量測撓度值得知鋪面之結構強度狀況。
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