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第15章 簡單迴歸分析與相關分析
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15 迴歸分析與相關分析

林惠玲 陳正倉著 雙葉書廊發行 2000

�學習目的

1. 了解迴歸分析及相關分析的意義、重要性、估計方法及步驟。

2. 了解如何利用最小平方法來估計迴歸方程式。

3. 了解判定係數及檢定方法(t檢定、Z檢定與F檢定)，及如何評

判簡單迴歸方程是否可以接受及迴歸係數是否顯著，以及

如何解釋與預測。

4. 了解如何估計與計算簡單相關係數，並檢定相關程度。

5..了解迴歸分析與相關分析在日常經濟活動、企業管理、政府政

策等方面的應用。

6. 利用Excel來做迴歸分析與相關分析。

第15章 簡單迴歸分析與相關分析
2統

計
學

本章結構

 簡單迴歸
分析的方法

迴歸分析常用
 的計算公式 相關分析 相關分析與迴

歸分析的關係

建立迴歸模型
  (方程式)

估計迴歸模型
  (方程式)

評判迴歸模型

解釋迴歸模型

利用迴歸模
型做預測

相關係數
 的意義

相關係數
 的估計

相關係數與
 迴歸係數

相關係數與
 判定係數

簡單迴歸分析
 與相關分析

殘差分析:檢定
模型的假設條件

EXCEL的使用
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迴歸分析與相關分析的意義

 迴歸分析的意義
迴歸分析是用來分析一個或一個以上自變數與依變數間的

數量關係，以了解當自變數為某一水準或數量時，依變數

反應的數量或水準。

 相關分析的意義
相關分析(correlation analysis)是分析變數間關係的方向與

程度大小的統計方法。
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圖15.1    變數間的線性關係
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圖15.2    變數間的非線性關係
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建立迴歸模型

 簡單線性迴歸模型
niXY

iii
,,1      L=++= εβα

式中α 、 β 為迴歸模型的參數，α 稱為截距，

β 稱為迴歸係數(regression coefficient)或斜

率。
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圖15.6    簡單迴歸模型
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簡單迴歸模型的假設條件

 迴歸模型的假設條件
0)( =iE ε

是指每一組的殘差項的平均數為0，即
2)( σε =iV 變異數齊一性

每一組的殘差項的變異數均相等，我們稱為變異數齊一性。

Ni ~ε 或 NYi ~

各組殘差項為一常態分配，或各組之依變數為一常態分配。

0),( =jiCov εε    ji ≠    nji ,,1, L=

iε 與 jε 的共變數為0，即任何兩組殘差項 iε 與 jε 間無關。

0),( =XCov iε 或 0)( =XE iε

即任何一組殘差項 iε 與X 無關。

X 為一固定變數或事前決定之變數，Y 為一隨機變數。
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 普通最小平方法
普通最小平方法是使樣本觀察值與估計值的差異之平方和

為最小的估計方法。即是使得 2

1
)ˆˆ( ii

n

i
XYSSE βα −−∑=

=
為最

小而求取 α̂ ， β̂ 的方法。利用此一估計方法所得到的估

計式稱為普通最小平方估計式 (ordinary least squares

estimator, OLSE )。

估計迴歸模型
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估計迴歸模型

 估計的迴歸方程式
$ $ $Y Xi i= +α β

式中， iŶ 為 )( iYE 的估計式，α̂ 、 β̂ 分別為α 、β
的估計式。

 觀察值與估計值之差的平方和

2

1
)ˆˆ( ii

n

i
XYSSE βα −−∑=

=

 標準方程式

XnY ∑+=∑ βα ˆˆ
2ˆˆ XXXY ∑+=∑ ∑ βα
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估計迴歸模型

 β 的估計式 β̂

22)(
))((ˆ

x
xy

XX
YYXX

Σ
Σ

=
−∑

−−∑
=β

 α的估計式α̂

XY βα ˆˆ −=
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圖15.8    估計的迴歸方程式
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圖15.9    轉換原點的迴歸方程式
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表15.4 廣告支出與營業收入的迴歸結果
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圖15.10    汽車銷售額的迴歸估計式
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 最小平方估計式的性質

α̂、 β̂為α、β 的不偏估計式，即 ββαα == )ˆ(,)ˆ( E  E 。

2

2
2

2

2

)ˆ(,)ˆ( xV  xn
XV

∑
=

∑
∑= σβσα 。

α̂、 β̂的抽樣分配為：

),(~ˆ 2

2

2

σαα
xn

X    N
∑
∑

， ),(~ˆ
2

2

x
    N
∑
σββ

α̂、 β̂均為最小變異線性不偏估計式(best linear unbiased

estimator BLUE)，亦即α̂ 、β̂ 是所有線性不偏估計式中變

異數最小的估計式，我們簡稱為BLUE。

估計迴歸模型
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 Gauss-Markov定理

在下列假設條件下：

0)( =
i

E ε ，殘差項為0
2)( σε =

i
V ，殘差項具變異數齊一性

0),( =
ji

Cov εε ， ji ≠ ，無自我相關

0),( =XCov
i

ε ， X 與
i

ε 無相關

利用最小平方法求得之估計式 (OLSE)為一

最佳線性不偏估計式 (BLUE)。證明請參閱

附錄。
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評判迴歸模型-統計上的檢定

(1)迴歸方程式的配適度
 依變數的總差異

)ˆ()ˆ( iiii YYYYYY −+−=−

不可解釋之差異可解釋的差異總差異 +=

∑ −∑ +−=−∑
===

n

i
ii

n

i
i

n

i
YYYYYY

1

2

1

22

1
)ˆ()ˆ()(

不可解釋的變異可解釋的變異總變異 +=

 樣本迴歸方程式的判定係數 2R

SST
SSE

SST
SSRR −=== 12

總變異

可解釋的變異

即 2

2

2

2
2

)(
)ˆ(1

)(
)ˆ(

YY
YY

YY
YYR

−Σ
−Σ

−=
−∑
−∑

=
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圖13.12    可解釋之差異與不可解釋之差異
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評判迴歸模型-統計上的檢定

F檢定

 F檢定統計量

2,12

22

~
2/

1/ˆ
2/)ˆ(

1/)ˆ(
−=

−
=

−−

−
=

∑
∑

∑
∑

nFMSE
MSR

ne
y

nYY
YY

F

 決策法則

α,2,1 −> nFF 時，則拒絕 0H 。

α,2,1 −≤ nFF 時，則接受 0H 。
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評判迴歸模型-統計上的檢定

 Z檢定統計量( 2σ 已知)

Z

x

~
ˆˆ

ˆ
2

β
σ

ββ
σ
ββ −
=

∑

−

 t檢定統計量( 2σ 未知)

2

ˆ

2

|

~
ˆˆ

−

−
=

∑

−
n

XY

t
S

x
S

β

ββββ

對個別迴歸係數做統計推論-對β的檢定
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簡單迴歸分析─評判迴歸模型

 Z檢定統計量( 2σ 已知)
$

~α α

σ

−

∑
∑
X

n x

Z
2

2

 t檢定統計量( 2σ 未知)
$

~

/

α α−

∑
∑

−

S X
n x

t

Y X

n2

2

2

對個別迴歸係數做統計推論-對α的檢定
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簡單迴歸分析-評判迴歸模型

 β的信賴區間( 2σ 已知)

βαβα σββσβ ˆ2/ˆ2/
ˆˆ ZZ +≤≤−

其中：
2ˆ

x∑
=

σσ β

 β的信賴區間( 2σ 未知)

βαβα βββ ˆ2/,2ˆ2/,2
ˆˆ StSt nn −− +≤≤−

其中
2

/
ˆ

x

SS XY

∑
=β

對個別迴歸係數做統計推論-β的區間估計
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利用迴歸模型做預測

(1)在既定 0X 下預測母體迴歸線的平均數 )|( 0XYE

)|( 0XYE 的信賴區間(母體變異數已知)

0̂2/0̂ YZY σα±

0̂
Y的估計變異數











 −
+=

∑ 2

2
02

/
2
ˆ

)(1
0 x

XX
n

SS XYY

)|( 0XYE 的信賴區間(母體變異數未知)

0̂2/,20̂ Yn StY α−±
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利用迴歸模型做預測

 t檢定統計量

2
ˆ

0 ~
ˆ

0

−
−

n
Y

t
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EY
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1-1

利用迴歸模型做預測

 (2)在既定 0X  預測新觀察值0Y

 0Y 的信賴區間

02/,20̂ en StY α−±
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圖15.19                 與 的信賴區間
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1-1

相關分析

 相關係數

YX

XY

YX

YX

Y

Y

X

X
XY

YXE

YXE

σσ
σ

σσ
µµ
σ
µ

σ
µρ

=

−−
=








 −







 −
=

))((

式中： XYρ 為X、Y隨機變數的相關係數， Xµ 、 Xσ 為

X的平均數與標準差， Yµ 、 Yσ 為Y的平均數與標準差，

XYσ 為X與Y的共變數。
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1-1

相關分析

 樣本的相關係數

∑∑
∑

−−

−−
=

22 )()(

))((

YYXX

YYXX
rXY

   YX

XY

SS
S

yx

xy
==

∑∑
∑

22

式中： YYyXXx −=−=      ， 1
))((

−
−−

= ∑
n

YYXX
S XY

（樣本共變數），
1

)( 2

−
−

= ∑
n

XX
S X (X的樣本標準差），

1
)( 2

−
−

= ∑
n

YY
SY （Y的樣本標準差)。
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相關分析- 的統計推論

 t檢定統計量

22
~

2
1

−

−
−

nt

n
r

r

 ρZ 的信賴區間

3
1

3
1

2/2/ −
+≤≤

−
−

n
ZZZ

n
ZZ rr αρα

XY
ρ
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相關分析與迴歸分析的關係

 β̂ 與 XYr 間的關係

X

Y
XY S

Sr=β̂

 相關係數與判定係數

r RXY
2 2=
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殘差分析:檢定模型的假設條件

 檢查變異齊一性

 檢查序列相關

 檢查模型否為線性模型

 檢查殘差是否為常態分配
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林惠玲 陳正倉著 雙葉書廊發行 1999

複迴歸模型的設定

 複迴歸方程式

ikikiii XXXY εβββα +++++= L2211

 兩個自變數的複迴歸方程式
Y X Zi i i i= + + +α β γ ε
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林惠玲 陳正倉著 雙葉書廊發行 1999

複迴歸模型的設定

 複迴歸模型的假設條件
niE i ,,1=     0)( L=ε ，各組殘差項的條件平均數為0。條件平均數是

指在 Kii XX ,,1 L 的條件下，第i組的平均數為0。
niV i ,,1=     )( 2 Lσε = ，殘差項的條件變異數均相同為

2σ ，具變異

數齊一性，
2σ 亦可寫為

2
/ 21 kXXXY Lσ 。

Ni ~ε ，殘差項為常態分配。

njijiCov ji ,,1=,   0),( L，≠=εε ，任何兩組殘差項不相關，或共變數

為0，或無自我相關或稱無序列相關。

nikjXCov ij ,,1=,,1=     0),( LL ，=ε ，殘差項 iε 與k個自變數無關。

自變數( kiX i ,,1, L= )為預先選定的變數，依變數Yi為隨機變數。

自變數彼此間無完全的線性關係，即 kjir
ji XX L1,   ji    1 =≠±≠ 。

樣本數 1+> kn ，在複迴歸模型若有k個自變數，則有 1+k （包括截

距項α )個迴歸參數，此時利用樣本來估計迴歸參數時，樣本數必須

大於 1+k 個。
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林惠玲 陳正倉著 雙葉書廊發行 1999

複迴歸模型的估計─普通最小平方法

 觀察值與估計值差的平方和

( )

∑

∑

=

=

=

−−−=

n

i
i

n

i
iii

e

ZXYSSE

1

2

2

1
ˆˆˆ γβα

 迴歸係數的估計

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑∑

−
−

= 222

2

)(
ˆ

xzzx
zyxzxyz

β

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑∑

−
−

= 222

2

)(
ˆ

xzzx
xyzxzyx

γ

$ $ $α β γ= − −Y X Z
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林惠玲 陳正倉著 雙葉書廊發行 1999

複迴歸分析的統計推論

(1)迴歸方程式的配合度
 依變數的總變異

∑∑∑
===

−+−=−
n

i
ii

n

i
i

n

i
i YYYYYY

1

2

1

2

1

2 )ˆ()ˆ()(

 判定係數

R
Yi Y

Yi Y

SSR
SST

i

n

i

n
2

2

1

2

1

=
−∑

−∑
==

=

( $ )

( )
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林惠玲 陳正倉著 雙葉書廊發行 1999

複迴歸分析的統計推論

 調整的判定係數
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式中：n為樣本數，k為自變數的個數。
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迴歸方程式有無解釋能力-F檢定

 F檢定統計量

α,1,~ −−= knkF
MSE
MSRF

 檢定法則

若 α,1, −−> knkFF ，則拒絕 0H 。

若 α,1, −−≤ knkFF ，則接受 0H 。

複迴歸分析的統計推論
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個別迴歸參數的檢定
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複迴歸分析的統計預測

(1) )( 0YE 的信賴區間

( ) ),(~ˆ 2
ˆ00 0YYENY σ

其中









+

∑−∑∑
∑ ∑−+∑=

nxzzx
xzzxxzzx

Y
1

)(
2

222
00

22
0

22
022

ˆ
0

σσ

 )( 0YE 的信賴區間( 2σ 已知)

0̂
2/0̂ YZY σα±

 )( 0YE 的信賴區間( 2σ 未知)

0̂2/,30̂ Yn StY α−±

式中： 







+

∑−∑∑
∑ ∑−+∑⋅=

nxzzx
xzzxxzzxSS XZYY

1
)(

2
222

2222
2

/
2
ˆ

0000

0

第15章 簡單迴歸分析與相關分析
42統

計
學

林惠玲 陳正倉著 雙葉書廊發行 1999

複迴歸分析的統計預測

(2) 0Y 的信賴區間

 000
ˆ eYY =− 的抽樣分配
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複相關分析

 Y與 $Y的複相關係數
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