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學

13    兩母體的統計估計與假設檢定

林惠玲 陳正倉著 雙葉書廊發行 2000

�學習目的

1. 了解獨立大樣本及小樣本下兩母體平均數差的區間估計

與假設檢定的方法、步驟及其應用。

2. 了解成對樣本成對差的區間估計與假設檢定的方法與步

驟。

3.  了解兩母體比例差的區間估計與假設檢定的方法與步

驟。

4. 熟悉兩樣本變異數比的抽樣分配-F分配。

5. 學習兩母體變異數比的假設檢定的方法、步驟及其應用。

6. 熟悉估計兩母體平均數差、比例差時樣本數的選擇。

7. 利用Excel來作兩母體差異的統計估計與假設檢定。
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兩個母體平均數差的統計推論—獨立大樣本

 獨立母體與不獨立母體

若 X 與 Y 分 別 代 表 兩 個 母 體 的 特 質 ， 若 X 與Y
為 統 計 獨 立 ， 則 X 與 Y 兩 母 體 獨 立 ， 否 則 為 不

獨 立。
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 獨立樣本與成對樣本
自兩個獨立母體分別隨機抽取的樣本稱為獨

立樣本。若自兩個不獨立 (或成對母體 )成對抽

出的樣本，稱為成對樣本。

兩個母體平均數差的統計推論—獨立大樣本
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圖13.1    兩母體平均數差的估計

µ1:平均數 µ 2 :平均數

母體1 母體2

兩獨立樣本

抽取 個樣本n1
抽取 個樣本n2

X 2 :元素X1:元素

µ µ1 2− :兩母體平均數差

X X1 2 1 2− −:µ µ 的點估計式

X 1:樣本平均數 X 2 :樣本平均數

S2
2 :樣本變異數S1

2 :樣本變異數

X X X n11 12 1 1
, , ,L X X X n21 22 2 2

, , ,L
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兩個母體平均數差的區間估計—獨立大樣本

 21 XX − 的抽樣分配

從兩個母體抽取兩個大且獨立的樣本， 21 XX − 的抽

樣分配為(近似)常態分配，

其平均數為： 2121
µµµ −=−XX

變異數為：
2

2
2

1

2
12

21 nnXX
σσσ +=−

 
2

21 XX −σ 的估計式
2

21 XX −σ 的點估計式為：

2

2
2

1

2
12

21 n
S

n
SS XX +=−

式中：
2
1S ，

2
2S 分別為樣本的變異數。

1
)(

1

2
112

1 −
−

= ∑
n

XX
S ，

1
)(

2

2
222

2 −
−

= ∑
n

XX
S 。
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兩個母體平均數差的區間估計—獨立大樣本

 獨立大樣本母體平均數差 21 µµ − 的信賴區間

兩母體變異數已知

( ) /X X Z X X1 2 2 1 2
− ± −α σ

式中： )/()/( 2
2
21

2
121

nnXX σσσ +=−

兩母體變異數未知

( ) /X X Z SX X1 2 2 1 2
− ± −α

式中： )/()/( 2
2
21

2
121

nSnSS XX +=−
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兩個母體平均數差的區間估計—獨立大樣本

 兩樣本的混合變異數

S
X X

n
X X

n

n n
n S n S

n np

i
i

i
i2

1 1
1

2
2 2

2

1

1 2

1 1
2

2 2
2

1 2

1 2

2
1 1

2
=

−∑ + −∑

+ −
=

− + −
+ −

= =
( ) ( ) ( ) ( )

式中： S
X X

n

i
i

n

1
2

1 1
2

1

1

1

1
=

−∑

−
=

( )
， S

X X

n

i
i

n

2
2

2 2
2

1

2

2

1
=

−∑

−
=

( )
。

 獨立大樣本母體平均數差 2µµ −1 的信賴區間

兩母體變異數未知但已知相等

( ) /X X Z S X X1 2 2 1 2
− ± −α

式中： S S
n nX X P1 2

1 1

1 2
− = +

  
S n S n S

n np =
− + −

+ −
( ) ( )1 1

2
2 2

2

1 2

1 1
2
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兩個母體平均數差的假設檢定—獨立大樣本

 獨立大樣本母體平均數差 2µµ −1 的檢定統計量
兩母體變異數已知

  
Z X X

X X

=
− − −

−

( ) ( )1 2 1 2

1 2

µ µ
σ

  式中：σ σ σX X n n
1 2 1

2
1 2

2
2− = +( / ) ( / )

兩母體變異數未知

  
Z X X

SX X

=
− − −

−

( ) ( )1 2 1 2

1 2

µ µ

  式中： S S n S nX X1 2 1
2

1 2
2

2− = +( / ) ( / )

兩母體變異數未知但已知相等

  
Z X X

SX X

=
− − −

−

( ) ( )1 2 1 2

1 2

µ µ

  式中： S S n nX X p1 2
1 11 2− = +( / ) ( / )

式中的µ µ1 2− 為虛無假設的猜測值， SP 為混合標準差。
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圖11.2    銀行客戶等待時間差異的檢定

α=0.01

 p =0.093

z

x x1 2−

f x x( )1 2−

µ µ1 2 0− =

0-2.33 -1.32
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圖11.5    獨立小樣本母體平均數差的假設檢定

n n

Z
+

σ σ
X − µ −µ( )σ

22 σ, 已知

  

  

2

σ σ2 2,

  
σ2 σ, 已知
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X
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+
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柴比氏定理
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兩母體變異數

兩母體變異數

σ 2
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2

σ σ, 未知2 2
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配
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1
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2
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+
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兩個母體平均數差的統計推論—獨立小樣本

 t分配在做母體平均數差 21 µµ − 統計推論的假設條件

在下列假設條件為真的情況下，t分配可用來做母體平均數

差 21 µµ − 的統計推論：

兩母體為常態分配

兩樣本為獨立小樣本( 301 <n ， 302 <n )

兩個母體變異數 2
1σ ， 2

2σ 未知
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兩個母體平均數差的區間估計—獨立小樣本

 獨立小樣本常態母體平均數差的信賴區間
兩母體為常態且兩個變異數均已知

  
( ) /X X Z X X1 2 2 1 2

− ± −α σ

  式中： )/()/( 2
2
21

2
121

nnXX σσσ +=−

兩母體變異數未知

  
( ) , /X X t SX X1 2 2 1 2

− ± −ϕ α

  式中： )/()/( 2
2
21

2
121

nSnSS XX +=− ，t的自由度為ϕ 。

兩母體變異數未知但已知相等

  
( ) , /X X t Sv X X1 2 2 1 2

− ± −α

式中： )/1()/1( 2121
nnSS pXX +=− ， PS 為混合樣本標準

差，自由度 221 −+= nnv 。
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兩個母體平均數差的假設檢定—獨立小樣本

 獨立小樣本常態母體平均數差 21 µµ − 的檢定統計量

兩母體變異數已知

  
Z X X

X X

=
− − −

−

( ) ( )1 2 1 2

1 2

µ µ
σ

  式中：
2

2
2

1

2
1

21 nnXX
σσσ +=−

兩母體變異數未知

  
t X X

SX X

=
− − −

−

( ) ( )1 2 1 2

1 2

µ µ

  式中：
2

2
2

1

2
1

21 n
S

n
SS XX +=− (自由度為ϕ )
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兩個母體平均數差的假設檢定—獨立小樣本

 獨立小樣本常態母體平均數差 21 µµ − 的檢定統計量

兩母體變異數未知但已知相等

  
t X X

SX X

=
− − −

−

( ) ( )1 2 1 2

1 2

µ µ

  式中：
21

11
21 nn

SS pXX +=− (自由度為 221 −+= nnv )
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表13.4    兩母體平均數差異的檢定
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圖13.5    兩成對母體與成對樣本

抽

樣

X11

抽

樣

成對母體

X n1

X N1

X1 X 2

X 21

X N2

X n2

D1

DN

Dn

D1

1

n

NN

n

1

1

M

M

M

M

M M

M MM

X 2X1

1 X11 X 21

成對差母體

D X X= −1 2

D X X= −1 2
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兩個母體平均數差的統計推論—成對樣本

 成對差大樣本平均數D的平均數與變異數

DD µµ = ， n
D

D

2
2 σσ =

 t分配的使用條件
在下面的情況下，我們以t分配對 Dµ 進行統計估計與檢定：

小樣本 30<n

母體變異數
2
Dσ 未知

成對差的母體為常態分配(即D為常態分配)

 成對差母體變異數
2
Dσ 的估計式

S S
nD
D2
2

=
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兩個母體平均數差的區間估計—成對樣本

 成對母體平均數差 Dµ 的信賴區間

大樣本變異數
2
Dσ 已知

  D Z D± α σ/2   式中：
n
D

D
σσ =

大樣本變異數
2
Dσ 未知

  DSZD 2/α±   式中：
n

SS D
D = ，

1
/)( 22

−
−

= ∑ ∑
n

nDD
SD 。

小樣本母體分配為常態分配，
2
Dσ 已知

  D Z D± α σ/2

小樣本母體分配為常態分配，
2
Dσ 未知

  D t Sn D± −1 2, /α
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圖11.7    成對母體平均數差的假設檢定
已知

大樣本

未知

D ZD

n
D
− µ
σ ~

D
S
n

ZD
D

− µ ~

σ 2

σ 2

D

D

已知

未知

母體常態

已知

未知

母體非常態
柴比氏定理

小樣本

D

n

ZD

D

− µ
σ ~

n

1

σ 2

σ 2

σ 2

σ 2

D

D

D

D

D tD

D
n

−
−

µ
S

~

等級符號檢定
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兩個母體平均數差的假設檢定—成對樣本

 成對母體平均數差 D
µ 的檢定統計量

大樣本母體變異數已知

D

D
DZ
σ
µ−

=

大樣本母體變異數未知

D

D

S
DZ µ−

=

小樣本母體常態變異數已知

D

D
DZ
σ
µ−

=
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 成 對 母 體 平 均 數 差 D
µ 的 檢 定 統 計 量

小 樣 本 母 體 常 態 變 異 數 未 知

D

D

S
Dt µ−

=

式 中 ：
n
D

D

σσ = ，
n

SS D

D
= 。

小 樣 本 母 體 非 常 態 ， 2

p
σ 已 知 利 用 柴 比 式

定 理 ， 2

p
σ 未 知 ， 利 用 1 9章 等 級 符 號 檢 定 。

兩個母體平均數差的假設檢定—成對樣本

第13章 兩母體的統計估計與假
設檢定 23統計

學

兩個母體比例差的統計推論

 獨立大樣本母體比例 21 ˆˆ pp − 的抽樣分配

平均數    21ˆˆ 21
pppp −=−µ

變異數    
2

11

1

112
ˆˆ 21 n

qp
n
qp

pp +=−σ

式中： 11 1 pq −= ， 22 1 pq −= 。
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兩個母體比例差的區間估計

 大樣本母體比例差的信賴區間

21 ˆˆ2/21 )ˆˆ( ppSZpp −±− α

式中：
2

22

1

11
ˆˆ

ˆˆˆˆ
21 n

qp
n
qpS pp +=−

 母體比例差的信賴區間

21 ˆˆ2/21 )ˆˆ( ppSZpp −±− α

式中：
21

ˆˆ
2
1

2
1

2
1

2
1

21 nn
S pp

×
+

×
=−
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兩個母體比例差的假設檢定

 母體比例差的檢定統計量

21 ˆˆ

2121 )()ˆˆ(

ppS
ppppZ

−

−−−
=

式中：
2

22

1

11
ˆˆ

ˆˆˆˆ
21 n

qp
n
qpS pp +=−
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圖13.6    男女性對進口服飾偏好比例

0 z

$ $p p1 2−

f p p( $ $ )1 2−

p p1 2−

α = 01.

1.280.735
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兩個母體變異數比的統計推論

 2
2

2
1

2
2

2
1

σσ
SS
的分配

1,12
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

21
~ −−= nnF

S
SSS

σ
σ

σσ
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F 分配為一右偏分配。 F 分配決定於兩個自由度
1

v ，
2

v ，不同

的
1

v ，
2

v 有不同的 F 分配。

F 分配的平均數與變異數

)2(
2

)(
2

2

2 >
−

= v      
v

vFE ， )4(
)4()2(

)2(2)(
2

2

2

21

21

2

2 >
−−
−+

= v      
vvv

vvvFV

F 分配的定理

1211 ,2

2

2

2

2

1

2

1 ~
−− nn

F
S
S

σ
σ

vv
Ft

,1

2 =

意即自由度 v 的 t 隨機變數的平方恰為自由度 1與v 的F 隨機變

數。
F 分配的倒數性質

F 的倒數仍為一 F 分配，其自由度為 12
, vv ，即

12

21

,

,

~1
vv

vv

F
F

F 分配的性質
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兩個母體變異數比的統計推論

 F 分配的定理
定理一

設 2

1
~

v
U χ ， 2

2
~

v
W χ ， 且U 與W 獨 立， 則

21

2

1

,

2

2

1

2

2

1 ~
vv

v

v F
v
v

vW
vU

χ
χ

=

定理二

設 有 兩 個 母 體 均 為 常 態 分 配 ， 即 ),(~ 2

111
σµNX ，

),(~ 2

222
σµNX 且 1

X 與 2
X 互 相 獨 立 ， 自 1

X ， 2
X 中 分 別 獨

立隨 機 抽取 1
n ， 2

n 個 樣 本 ，令 ：

1
)(

1

2

112

1 −
−

=
∑

n
XXS ，

1
)(

2

2

222

2 −
−

=
∑

n
XXS

則

1211 ,2

2

2

2

2

1

2

1 ~
−− nn

F
S
S

σ
σ
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圖13.7    自由度不同的F分配

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0 1 2 3 4 5 6 7
F

機

率

密

度

F3,12

F5,5

F12 ,5

f F( )



6

第13章 兩母體的統計估計與假
設檢定 31統計

學

圖13.8    F分配

Fv v1 2 1, , −α

1− α

Fv v1 2,

f F( )

F

第13章 兩母體的統計估計與假
設檢定 32統計

學

兩個母體變異數比的區間估計

 F 分配

112

2

2

2
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1

2

1
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2

2
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1
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,~

−−
=

nn
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SSS
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 母體變異數比的信賴區間
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兩個母體變異數比的區間估計

 母體變異數比的信賴區間

2/1,1,1
2
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2
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2
2

2
1

2/,1,1
2
2

2
1
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11
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 F檢定統計量
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Fv v1 2 1 2, , /−α
0

Fv v1 2,

Fv v1 2 2, , /α F

1− α

f F( )

圖13.8                   的機率區間F)1( α−
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兩個母體變異數比的統計推論

 F檢定統計量

1,12

2

2

1

2

2

2

1

21
~

/
/

−−
=

nn
FSSF

σσ

 F檢定的決策法則

單尾檢定：若
α,1,1 21 −−

>
nn

FF值 ，則拒絕虛無

假設
0

H 。

雙尾檢定：若
2/,1,1 21 α−−

>
nn

FF值 ，則拒絕虛無

假設 0
H 。
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圖13.12    股票投資風險的檢定
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樣本數的選擇

 估計兩母體平均數差時的樣本數

2

2
2

2
1

2
2 )(

d
Z

n
σσα +

≥

 估計兩母體比例差時樣本數

2

2211

2

2/
)ˆˆˆˆ(

d
qpqpZn +

≥ α   或   
2

2

2/
)25.0)(2(

d
Zn α≥
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表13.14    獨立小樣本母體平均數差的假設檢定

n n

Z
+

σ σ
X − µ −µ( )

σ
22 σ, 已知

  

  

2

σ σ2 2,

  
σ2 σ, 已知

未知,但相等

σ σ2 2, 未知

無母數統計學討論

無母數統計學討論

小樣本
X

S
n

S
n

− − −

+

( )
~

µ µ
ϕ2 2

柴比氏定理

X母體分配已
為常態分

母體分配為

非常態分配

兩母體變異數

兩母體變異數

兩母體變異數

σ 2
σ, 未知,但相等

2

σ σ, 未知2 2

兩母體變異數

兩母體變異數

知
配

兩母體變異數

獨立

2

2

2

2

2

21

1

1

1
1

1

1 t1

1

1

2

2

2

21

2
2

2

X

X

1

2

S
n n

t
p

− − −

+

( )
~

µ µ

1 1
n n+ −22

2

21

1
11 X2

1 ~
2

21
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表13.15    成對母體平均數差的假設檢定

已知

大樣本

未知

D ZD

D

− µ
σ ~

D
S

ZD

D

− µ ~

σ 2

σ 2

D

D

已知

未知

母體常態

已知

未知

母體非常態

柴比  定理

小樣本

D ZD

D

− µ
σ ~

1

σ 2

σ 2

σ 2

σ2

D

D

D

D

D tD

D
n

−
−

µ
S

~

等級符號檢定

氏


