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第11章 統計估計-區間估計1統計
學

11    統計估計-區間估計
學習目的

1.了解區間估計的意義。

2.了解大樣本與小樣本母體常態、變異數已知與未知下，單一母體平

均數區間估計的方法。知悉t分配的意義與機率值。

3.了解單一母體比例區間估計的方法。

4 .了解單一母體變異數區間估計的方法。了解卡方分配的意義

與卡方值。

5.了解區間估計的方法在經濟、政治、社會及企業管理方面的應用。

6.利用 Excel做統計估計。
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區間估計

 區間估計的意義
對未知的母體參數估計出一個上下限的區間，並指出該區

間包含母體參數的可靠度。
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信賴區間

 信賴區間
信賴區間是在一個既定的信賴水準下所構成的一個區間。

是由樣本統計量及抽樣誤差所構成的一個(包含上限，下限

的)區間。
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圖11.1    母體平均數的信賴區間
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母體平均數的區間估計-大樣本(母體變異數已知)

 區間估計的步驟
步驟1 選擇較佳的點估計式並計算點估計值

步驟2 取得樣本統計量的抽樣分配

步驟3 導出母體參數的信賴區間

步驟4 求出母體參數的信賴區間值並做統計推論
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圖11.2        的抽樣分配
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圖11.3    抽樣誤差小於等於1.96      的區間Xσ
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信賴水準

 信賴水準(信賴係數)
信賴水準是指信賴區間包含母體參數的信心(或稱可靠度，

信賴度)。
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信賴水準

 95%信賴水準
95%信賴水準的含意是指隨機抽取一組樣本所得

的區間包含母體平均數的機率(或稱可靠度、信賴

度)為0.95。或說區間不包含母體平均數的機率為

0.05。
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1-1

母體平均數的區間估計—大樣本

 大樣本變異數已知，母體平均數的信賴區間

信賴水準 α−1 下，以X 估計µ 所得的信賴區間為：

X Z X± α σ/2

XZX σα 2/− 稱為信賴區間下限， XZX σα 2/+ 稱為信賴區間

上限。

 大樣本變異數未知，母體平均數的信賴區間

X Z S
n

± α /2
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1-1

信賴區間長度的決定因素

所選擇的點估計式的抽樣分配

若抽樣分配的標準差越大，則信賴區間長度越長，越不精確。

樣本數

X 的標準差為 nX /σσ = ，當n 愈大時，標準差 Xσ 愈小，區間長

度也就愈小。

機率區間上下限的取法

若上下限的取法不同，則會影響區間長度。

信賴係數

信賴係數越大其區間長度將越大。
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表11.3 小樣本的區間估計

小樣本

母體分配已知
為常態分配

母體分配未知

母體變異數已知

母體變異數未知

母體變異數已知

母體變異數未知
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1-1

母體平均數的區間估計—小樣本

 小樣本常態母體變異數已知，母體平均數的信賴
區間

X Z
n

± α
σ

/2
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1-1

母體平均數的區間估計—小樣本

 小樣本常態母體變異數未知，母體平均數的信賴
區間

X t S
nn± −1 2, /α

為自由度 1−n 的t分配。
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1-1

t分配

 t分配

自常態母體 ),(~ 2
XXNX σµ 隨機抽取樣本( nXXX ,..., 21 )，則

統計量

nS
Xt

/
µ−

=
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1-1

t分配的性質

 t分配的性質

t分配為一個以平均數0為中心的對稱分配，不同的自由度v
有不同的t 分配。

 t分配不與橫軸相交。t分配曲線下的總面積等於1。

 t分配決定於自由度v，它是t分配唯一的參數。

自由度趨近於無窮大時( ∞→v )，t 分配趨近於標準常態分配，

即 )1,0(~ Ntv
。一般若 30≥v ，則以標準常態分配代替t分配。
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 t分配的定理

設 ),(~
2

n
NX σµ ， 2~

v
U χ ， U 是 自 由 度 為 v

的 卡 方 隨 機 變 數 ， 且 X 與U 獨 立 ， 則 隨 機 變

數

v
Z

v
X

vU
X

vv
//

/)(
/

/)(
22 χχ

σµσµ
=

−
=

−

為 自 由 度 為 v 的 t 分 配 。

t分配
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圖11.8    t分配為以0為中心的對稱分配
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圖11.9    標準常態分配與t分配
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圖11.10    t分配的機率值
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圖11.12                的機率區間X)1( α−
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1-1

母體比例的區間估計

 大樣本母體比例的信賴區間

  
$

$ $
/p Z pq

n
± α 2
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圖11.13 的機率區間p̂)1( α−

s pq
np$
$ $

=

p $p

( ) $1− α 的 值p

p Z S p− α / $2 p Z S p+ α / $2

α / 2 α / 2

f p( $)

第11章 統計估計-區間估計26統計
學

樣本數的選擇—估計母體平均數時

 估計誤差不超過d值

  
X Z

n
d− = ≤µ σ

α /2

 估計母體平均數時的樣本數

  
n

Z
d

≥ α σ2
2 2

2

 估計母體平均數時的樣本數(母體變異數未知)

  
n

Z S
d

≥ α 2
2 2

2
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樣本數的選擇—估計母體比例時

 估計母體比例時的樣本數

  
n

Z pq
d

≥ α 2
2

2

$ $
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 樣本變異數

  
S

X X

n

i
i

n

2

2

1

1
=

−∑

−
=

( )

 卡方統計量

  

( ) ( )n S X Xi
i

n

−
=

−∑
=1 2

2

2

1
2σ σ

該統計量為自由度 )1( −n 的卡方分配

2χ 分配
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分配的性質

 卡方分配的性質

卡方分配為一定義在大於等於0(正數)範圍的右偏分配，

不同的自由度決定不同的卡方分配。

卡方分配只有一個參數即自由度，表為v。卡方分配的平

均數與變異數為：

vE
v
=)( 2χ ， vV

v
2)( 2 =χ

卡方分配當自由度增加而逐漸對稱，當自由度趨近於無

窮大時 )( ∞→v ，卡方分配會趨近於常態分配。

卡方分配的加法定理

二個獨立的卡方隨機變數相加所得之隨機變數仍為卡方

隨機變數，其卡方分配的自由度為二個卡方分配的自由

度之和。

2χ
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圖11.15    卡方分配

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

0 10 20 30 40 50 60 70

f ( )χ 2

χ 2

v = 5

v = 10

v = 30



6

第11章 統計估計-區間估計31統計
學

圖11.16   卡方分配機率值
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母體變異數的區間估計

 母體變異數的信賴區間
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圖11.18                值的機率區間2)1( χα−

機率（1-α）
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一端區間估計

 母體平均數 α−1 最高限值的信賴區間

母體平均數 α−1 最高限值的信賴區間為：

X
ZX σµ

α
+≤

或

),(
X

ZX σ
α

+−∞
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f x( )

1− αα

xµµ σα− Z X

圖11.19                  右尾機率區間X)1( α−
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一端區間估計

 母體均數 α−1 最低限值的信賴區間

X
ZX σµ

α
−≥   或表為  ),( ∞−

X
ZX σ

α


