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I 為單一區間, 定義
f+(x) := max

x∈I
{f(x), 0} ≥ 0,

f−(x) := −min
x∈I

{f(x), 0} ≥ 0,
若

∫
I

f+ < ∞ 且

∫
I

f− < ∞, 則 則稱 f is

integrable on I (f 在 I 上可積, 或記做 f ∈ L1(I)), 且定積分

∫
I

f =

∫
I

f+ −
∫

I

f−。(
f ∈ L1(I)

?⇐⇒
∫

I

|f | < ∞
)

Improper Integrals (瑕積分)

以下任一情形的定積分

∫
I

f(x) dx 稱為“瑕積分”:

A) |I| < ∞, 存在 c ∈ I 使得 lim
x→c

f(x) = ±∞;

B) |I| = ∞, 如 [a,∞), (−∞, b ] 或 (−∞,∞);

瑕積分的定義及求法, 和求一般的定積分的方式差不多:

A) |I| < ∞, f 在 I = [a, b] 上連續 除了一處 c ∈ (a, b) 使得 lim
x→c

f(x) = ±∞, 則:∫ b

a

f(x) dx
def
= lim

γ→c−

∫ γ

a

f(x) dx + lim
γ→c+

∫ b

γ

f(x) dx — 假使等號右邊的兩極限皆存在。

B) |I| = ∞, 如 I = [a,∞)、(−∞, b ] 或 (−∞,∞), f 在 I 上連續, 則:∫ ∞

a

f(x) dx
def
= lim

β→∞

∫ β

a

f(x) dx, — 假使等號右邊的極限存在。∫ b

−∞
f(x) dx

def
= lim

α→−∞

∫ b

α

f(x) dx, — 假使等號右邊的極限存在。∫ ∞

−∞
f(x) dx

def
= lim

α→−∞

∫ c

α

f(x) dx + lim
β→∞

∫ β

c

f(x) dx, —
假使對任意 c ∈ R 而言,
等號右邊的兩極限皆存在。

Example 1

∫ ∞

1

1

x
dx 是瑕積分, 本來應該這麼寫

∫ ∞

1

1

x
dx = lim

β→∞

∫ β

1

1

x
dx

= lim
β→∞

[
ln x

]β

1

= lim
β→∞

(ln β − ln 1)

= +∞,

無論如何都要算不定積分。 不過由於上式的極限值顯而易見, 這樣寫也就可以了∫ ∞

1

1

x
dx = ln x

∣∣∣∞
1

= ln(+∞) − ln 1 = +∞,

並不算是亂跳步驟。
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Example 2

∫ 1

0

ln x dx 是瑕積分, 因為 lim
x→0+

ln x = −∞。∫ 1

0

ln x dx = lim
α→0+

∫ 1

α

ln x dx

= lim
α→0+

[
x ln x − x

]1

α

= −1 − lim
α→0+

α ln α , 這個極限值並非顯而易見:

lim
α→0+

α ln α = lim
α→0+

ln α
1
α

(−∞
∞ form)

= lim
α→0+

1
α
−1
α2

by L’Hôpital rule

= lim
α→0+

(−α) = 0,

最後得到

∫ 1

0

ln x dx = −1 − lim
α→0+

α ln α = −1 。

有時即使不去算不定積分, 還是至少可以透過“比較法”知道 瑕積分 A 收斂與否 —– 與一個積分區間相同,
且已知收斂或發散的 瑕積分 B 做比較。 前提是, 你必須先對 A 的收斂/發散有所感覺, 方向正確才有可能找到

一個適當的 B。 舉凡任何比較法皆是如此。 我們在極限已經用到, 定積分、 瑕積分、 無窮數列/級數、 任何與極限

有關的比較法皆是依此原則。

Example 3

∫ ∞

0

e−x dx 、

∫ ∞

0

e−x2

dx 皆為瑕積分, 而

∫ ∞

0

e−x dx = −e−x
∣∣∣∞
0

= 0 − (−e−0) = 1, 並不

難求。 雖然

∫ ∞

0

e−x2

dx 的不定積分不會算, 可用“比較法”:

e−x2
、e−x > 0 ∀x,

且 e−x2 ≤ e−x ∀x ≥ 1,
=⇒ 0 <

∫ ∞

1

e−x2

dx ≤
∫ ∞

1

e−x dx <

∫ ∞

0

e−x dx = 1, 所以

0 <

∫ ∞

0

e−x2

dx =

∫ 1

0

e−x2

dx +

∫ ∞

1

e−x2

dx

≤
∫ ∞

0

e−x2

dx︸ ︷︷ ︸
<∞

+

∫ ∞

1

e−x dx︸ ︷︷ ︸
<1

< ∞.

這個積分值在統計上有用的。 等學過重積分後再講如何算。

Example 4 若

∫ ∞

1

1

xp
dx < ∞, p 為何?

∫
1

xp
dx =


ln x as p = 1;

1
1−p

x1−p as p 6= 1;

∴
∫ ∞

1

1

xp
dx =


ln x

∣∣∣∞
1

= +∞ as p = 1;
1

1−p
x1−p

∣∣∣∞
1

p>1
= 1

1−p
(0 − 1) = 1

p−1
;

1
1−p

x1−p
∣∣∣∞
1

p<1
= 1

1−p
(∞− 1) = +∞;
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即:

∫ ∞

1

1

xp
dx < ∞ ⇐⇒ p > 1。 這個結果, 在無窮級數審斂法還會用到要, 不可不知。

Example 5 若

∫ 1

0

1

xp
dx < ∞, p 為何?

其不定積分與前例相同:

∫
1

xp
dx =


ln x as p = 1;

1
1−p

x1−p as p 6= 1;

∴
∫ 1

0

1

xp
dx =



= ln x
∣∣∣1
0

= +∞ as p = 1;
1

1−p
x1−p

∣∣∣1
0

p>1
= 1

1−p
(1 −∞) = +∞;

1
1−p

x1−p
∣∣∣1
0

p<1
= 1

1−p
(1 − 0) = 1

1−p
;

即:

∫ 1

0

1

xp
dx < ∞ ⇐⇒ p < 1。
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