
MATLAB 函數eig
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解Ax=b 之MATLAB 運算元＼及／

解的精確度及病態條件
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MATLAB 是研究線性方程式系統的理想作業環

境。

2000 年MATLAB 開始用線性代數子程序的

LAPACK 函式庫。
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2.1 導論

以一簡單電子電路中迴路電流的計算為例。

迴路電流如圖2.1 所示
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得出以下四個方程式

令

(2.1) 變成

(2.1)

，
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以矩陣的符號表示

這方程式的型為Ax=b

(2.2)
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圖2.1 電子電路。
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我們將圖2.1 的網路5V 直流換成5V 交流，理想

電阻R1,⋯R4 以阻抗Z1⋯Z4 取代，所以(2.1) 成為

(2.3)
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假設Z1=Z4=(1+0.5j)，Z2=(2+0.5j) 與Z3=(4+1j)，此

處j= 

所以(2.3) 變成

1
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(2.4)
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2.2 線性方程式系統

一個線性方程式可以寫成如下的矩陣形式

若b=0，則(2.5) 式稱為齊次式，若b ≠ 0 則稱為

非齊次式。

由圖2.2可說明解的性質：唯一解、無限多解或

無解。

 (2.5) 式的非齊次方程式

(2.5)

(2.6)
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(2.7)

(2.8)

(2.9)
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伴隨矩陣
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圖2.2 三變數之三個平面方程式的交會情形。
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此處|A|代表A 的行列式，adj(A) 是A 的伴隨矩陣

(adjoint)。

在|A| = 0 的條件下，A 沒有反矩陣。

這時矩陣A 稱為奇異矩陣(singular) 且x 的唯一解

不存在。

矩陣的位階(rank)：對一方陣而言，位階是矩陣

中獨立的列數或行數。
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矩陣通常不為方陣，m×n 階矩陣A 的位階記為

rank(A)，若rank(A) = min(m,n) 則稱為滿位階(full 
rank)，若rank(A) < min(m,n) 則矩陣A 稱為位階

不足(rank deficient)。
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線性代數中的一個有效運算是將矩陣轉化成矩陣

的梯式簡化列(reduced row echelon form;RREF)。
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矩陣的RREF 的特性是非零的列數等於矩陣的位

階。

令A 是n×n 階的矩陣，若Ax=b 是一致的且有唯

一解，則：

 Ax=0 有唯一的無關緊要解 (trivial solution) 
x=0

 A 是非奇異性(non−singular) 且det(A) ≠ 0

 A 的RREF 是單位矩陣

 A 具有n 個獨立列及行

 A 為滿位階(full rank)，即rank(A) = n
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若Ax = b 不是一致性的就是非一致性的但不僅只

有一解，則：

 Ax = 0 有不只一解

 A 是奇異的且det(A) = 0

 A 的RREF 最少有一列為零

 A 有線性相關的列及行

 A 是位階不足(rank deficient)，即rank(A) < n
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圖2.3 表示低於所求型方程組的平面 (a) 兩平面相交於一線 (b)
兩平面無相交。
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考慮以下方程式系統：

這系統屬於低於所求型，重新排列如下：

或
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若系統的方程式較未知數多，則此系統稱為高於

所求型或供過於求型(over−determined)。圖2.4 表
示3 度空間內的4 個平面，代表有3 個變數的4 個
平面方程式。
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圖2.4 表示高於所求型方程組的平面 (a) 四個平面相交於一個
點 (b) 四個平面相交於一線
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圖2.4 (c) 四個平面未相交於一點，只可看到(S1, S2, S3) 和(S1, 
S2, S4) 的相交點 (d) 四個平面表示不相容方程式。
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2.3 解Ax=b 之MATLAB 運算元＼及／

運算元／和＼完成矩陣除法且有同樣效果。

求解Ax= b。

可以寫x=A\b 或x'=b'/A'。

解Ax = b 時，運算元／或＼依矩陣A 之特性選擇

適當的演算法。這些情形摘要如下：

• 若( if )

A是三角矩陣則單獨以後向 (back) 或前向

(forward) 代入法求解，2.6 節做說明。
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 •否則( elseif ) 

A 若是正定 (positive definite) ，方陣對稱

(square symmetric) 或是Hermitian 矩陣，2.8 節
中將說明使用柯列斯基(Cholesky) 分解。若A
是稀疏矩陣 (sparse)，對稱性最低階數預排

(preordering) 必須先完成再配合柯列斯基分解

(2.14 節將做說明)。

 •否則( elseif )

A若是方陣， 使用一般的LU 分解(2.7 節說

明)， A 若是稀疏矩陣，則須先完成非對稱性

最 低 階 數 預 排 (non−symmetric minimum 
degreepreordering)。
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 •否則( elseif )

A若是滿非方陣型(full non−square) 矩陣，應

用QR 分解(2.9 節說明)。

 •否則( elseif )

A 若是稀疏的非方陣型，則以擴大矩陣

(augmented) 及最低階數預排配合稀疏高斯消

去法(sparse Gaussian elimination，2,14 節做說

明)。

MATLAB 提供一內建函數inv(A) 來求取矩陣的反矩陣。
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檢驗運算元\對滿矩陣的運算時間並與該矩陣經

適當補零為三角矩陣的結果比較
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正定矩陣
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檢驗運算元＼ 對於正定對稱系統(positive definite 
symmetric systems) 的影響。x*Ax > 0

程式如下：
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Hilbert 矩陣

在線性代數中，希爾伯特矩陣是一種係數都是單

位分數的方塊矩陣。具體來說一個希爾伯特矩陣

H的第i橫行第j縱列的係數是：
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的檢驗運算元＼對條件數惡劣的Hilbert 矩陣仍能

成功的運用。

程式如下：
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2.4 解的精確度及病態條件

範例2.1
考慮下列MATLAB 敘述
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範例2.1

這結果是正確的，代回原問題可以很容易檢驗。
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範例2.2

考慮例2.1 中將A (2,2) 由−4.2730 改為−4.2750

雖然在例2.1 中A(2,2) 係數的變化率小於0.1%，

但結果與例2.1 卻差異甚大。
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解的精確度及病態條件

 假如係數矩陣A的細微變化造成差異甚大的解答，此方

程式系統被稱為是病態。

 MATLAB 提供2 個內建函數cond 與rcond 來估測矩陣狀

態。

 cond函數是一種奇異值分解(singular value decomposition)

 對完美狀態矩陣cond是1，但若是病態矩陣則為一個大數

值

 rcod函數較不可靠但較快，此函數給出0與1間的數值，

數值越小，矩陣愈是病態，而rcond的倒數通常大小與

cond差不多
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範例2.3

完美狀態矩陣的說明：
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範例2.4

病態矩陣的說明

rcond 的倒數與cond 之數值很接近。
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以MATLAB函數cond及rcond來研究Hilbert矩陣

的條件數
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函數呼叫的範例如下：
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2.5 基本列運算

系統具有如下形式

矩陣型式
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此處

A 稱為係數矩陣

可得擴大矩陣
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基本列運

1. 任兩列互換位置。（亦即相等）

2. 將任一列（亦即相等）乘上非零的純量。

3. 將任一列換以該列與純量乘以該列的和。
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2.6 高斯消去法解Ax=b

應用高斯消去法解下列方程式系統：

表2.1顯示操作序列

若p=0 則可得

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第51/187頁

表2.1 高斯消去法轉換擴大矩陣為上三角形矩陣
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高斯− 喬丹消去法(Gauss−Jordan elimination)。

此方法使用相同的列運算但與高斯消去法不同的

是，主對角線上下的元素均為零。

當p=0 時得到下列擴大矩陣

所以 x1=16.5/3=5.5、x2=−3/2=−1.5 和

x3=2/−4=−0.5。
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2.7 LU 分解

LU 分解類似高斯消去法，且等效於基本列運

算。矩陣A 可以被分解

L 是下三角形矩陣，主對角線為1，U 為上三角

形矩陣。

由LU 分解來解方程式系統的主要步驟如下

令y=Ux，則

(2.14)
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以矩陣開始

U(1) 列2=A 的列2−2(A 的列1)/3

U(1) 列3=A 的列3+(3A 的列1)/3

(2.15)

(2.16)
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A 可表示成T(1)U(1) 的乘積如下：

A 的列2=U(1) 的列2+2(A 的列1)/3

A 的列2=2(U(1) 的列1)/3+U(1) 的列2

(2.17)

(2.18)
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U(1) 變成T(2)U(2) 乘積如下：

U的列3=U(2) 的列3−(U(2) 的列2)/2
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所以U(2) 變成T(3)U 的乘積如下：

因此 ，意指L=T(1)T(2)T(3) 如

下：
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MATLAB 使用函數lu 完成LU 分解，產生一矩陣

但不是一定下三角矩陣。

以MATLAB 函數lu 處理上例：
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MATLAB 運算元＼用LU 分解求Ax=b 的解。

完成LU 分解，使LU=A，得到
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所以LY=B 由此給出

這意味著有2 方程式系統，若分開寫則是
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完全的Y 矩陣是

最後由後向代入法解UX=Y 得到
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2.8 柯列斯基(Cholesky) 分解

柯列斯基分解是三角分解的一種， 只用於正定

對稱(positive definite symmetric) 或正定Hermition
矩陣。

若A 是對稱或Hermitian 則可寫成

(或 ，當A 是Hermitian 時)

P 的主對角線元素由包括求平方根得出，例如：

(2.19)
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考慮下列正定Hermitian 矩陣的柯列斯基分解：
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當運算元＼偵測到一個對稱正定或是Hermitian
正定矩陣，則由下列運算解Ax=b。

A 被分解成 ，y 設定成Px，則 ，因

為 是下三角矩陣，所以演算法由前向代入法

解y，P 是上三角矩陣所以可由y 以後向代入法求

x。

例如：
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由柯列斯基分解得

前向代入法求y 得出
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後向代入法解Px = y 得
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下列程式產生對稱正定矩陣，以其轉置矩陣相

乘：



2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第70/187頁

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第71/187頁

2.9 QR 分解

當A 為實矩陣時分解成上三角與正交矩陣

(orthogonal matrix) 的乘積，A為複數矩陣時分解

成上三角矩陣與單式矩陣(unitary matrix) 的乘

積。這稱為QR分解。

有數種程序提供QR 分解， 這裡提出Householder 
法(Householder'smethod)，分解一實矩陣，由定

義矩陣P 開始

(2.20)
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這裡aij 是A 的係數
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正交矩陣P(2) 由下式產生

矩陣A(2) 由乘積P(2)A(1) 產生如下：
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繼續此步驟n−1 次直到得到上三角矩陣R，所以

由(2.21)

考慮下列矩陣的分解

(2.21)
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使用(2.20) 產生P(1)，再產生A(1)，所以
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繼續第2 步驟：
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最後求正交矩陣Q 如下：

因為MATLAB 提供函數qr 來完成分解。例如：
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2.10 奇異值分解(Singular Value De-
composition；SVD)

m×n 矩陣A 的奇異值分解如下

U 是m×m 正交矩陣，V 是n×n 正交矩陣。

在所有情形S 是m×n 實數對角矩陣。

( 若A 是複數則為A=USVH)



2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第82/187頁

通常安排為s1>s2>s3⋯>sn 降階方式，所以

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第83/187頁

奇異值是ATA 之特徵值的非負平方根。

矩陣SVD 有數個重要用途。

 位階可以由矩陣的SVD 更有效的求出。

 SVD 讓我們檢查病態矩陣的特質。

 SVD 允許我們求矩陣的條件數。
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2.11 假反置(pseudo-inverse)

若A 是m×n 型長方形矩陣，則下列系統

無法由反置A 來求解，因為A 並非方陣。

假設m>n，則以AT 預乘(2.22) 可轉系統矩陣為方

陣如下：

 (2.22)的解如下

令

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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矩陣A+ 稱為A 的假反置，故(2.22) 的解是

若A 是方陣和非奇異的，則A+ = A−1 。若A 是複

數則

其中AH 是轉置共軛

(2.25)

(2.26)
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假反置具有下列性質：

1. A(A+)A=A

2. (A+)A(A+)=A+

3. (A+)A 和A(A+) 是對稱矩陣。
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重寫(2.22) 式

其中A+=AT(AAT)−1 是假反置。
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若A 是實數，則A 的SVD 是USVT，其中U 是一

正交m×m 矩陣且V 是一正交n×n 矩陣，S 是一

n×m 的奇異值矩陣。故AT的SVD 是VSTUT，所

以

(2.27)
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範例2.5

考慮下列矩陣

使用(2.24) 的MATLAB 寫法計算A 的假反置可得
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範例2.5

注意A 是全位階(full rank)，故



2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第98/187頁

範例2.5

MATLAB 函數pinv 直接求出這一結果且有較高

精確度。
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範例2.5
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範例2.6

考慮下列位階不足矩陣
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範例2.6

使用MATLAB 可得
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範例2.6

注意G 的位階為2，即是位階不足，故無法由

(2.24) 式求其假反置。現在求G 的SVD 如下：
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範例2.6

現在選擇兩個重要的奇異值作隨後計算之用：
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範例2.6

為了讓矩陣乘法是共容的，我們只取U 和V 的前

2 行如下：
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範例2.6

這結果可直接由pinv 函數直接求得，其是基於A 
的奇異值分解。
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範例2.6

注意G*G_cross 及G_cross*G 兩者皆是對稱

的。

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第107/187頁

2.12 過定與欠定系統

考慮以下高於所求型線性方程式系統：

圖2.5 顯示(2.28) 就是高於所求型系統，直線方

程式並不相交於一點。

(2.28)
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考慮方程式系統(2.28)，令r1 , ⋯, r5 是殘值餘數，

則
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圖2.5 方程式系統(2.28) 的不一致性(inconsistents) 繪圖。
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殘數平方和給定為

欲將S 最小化可經由

(2.29)

(2.30)

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第111/187頁

比較解(2.28) 式時，使用運算子＼及假反置法所

得的結果。MATLAB程式為
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圖2.6 比圖2.5 更仔細的顯示這些方程式交點的情

形。

圖2.6 (2.28) 式不相容方程式系統的繪圖，顯示直線方程式的交
點區，其中“+”表示“最佳”解。
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應用MATLAB 函數qr 解(2.28) 式之高於所求型

系統可得：
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繼續上面的例子
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求出x1 = 0.9631 和x2 = 0.9885。

以下例子是位階不足且表示平行線系統。
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pinv 函數求解如下：
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可見當函數pinv 及＼運算元應用至位階不足系統

時，pinv 函數得出的解有最小的歐基里德範數。

考慮方程式系統
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第一個解x1 是滿足系統的一個解，第二個解x2 
也滿足方程式系統但同時給出最小範數之解。
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考慮以lsqnonneg 函數解非負最小平方問題。

方程式為

其中A 及b 必須是實數。這問題等效於求向量

x。向量x 最小化norm(Ax−b)，受限於x≥0。

呼叫MATLAB 函數lsqnonneg
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考慮下列問題，解

受制於xi≥0,i=1,2,⋯,5。在MATLAB 內這問題變成
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可以使用＼求解但不確保x 是非負值。
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以下例子說明lsqnonneg 函數如何令非負值解最

佳的滿足方程式：

可使用＼或lsqnonneg 函數計算求解：

(2.31)
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2.13 迭代法

函數的迭代解發展如下，以線性方程式系統開始

重新排列成
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如果假設xi 初值，其中i=1,⋯,n，然後代入上式右

側則由(2.32) 式可得出新的xi 值，迭代解由這些xi 

代入方程式右側⋯⋯等等。

這稱為Jacobi 或同時迭代(Simultaneous 
iteration)。
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一旦由(2.32) 式第一方程式求出新的x1 值，則與

舊的x3,⋯.,xn 值用在第二方程式求出x2。這稱為

Gauss−Seidel 或循環迭代。

收斂條件為
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2.14 稀疏矩陣

稀疏矩陣出現在很多科學及工程問題。

一矩陣如果包含大量的零元素稱為稀疏矩陣。

如果用者視一矩陣為稀疏且想使用這優點則首先

須轉成稀疏形式。這由函數sparse 達成。

b=sparse(a) 將矩陣a 轉成稀疏矩陣，隨後的

MATLAB 運算就會計算這稀疏性。

若想要將矩陣還原成滿的，則只需使用c = 
full(b)。
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下列情況說明其用法
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稀疏矩陣轉成滿形矩陣如下：
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下一例子說明如何產生大的5000×5000 稀疏矩

陣，程式如下：
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相同問題以lu分解5000×5000 矩陣如下：
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所需的浮點運算次數是

產生稀疏矩陣的方式是使用函數sprandn 及

sprandsym

產生m×n 亂數矩陣，非零元素是常態分佈，密度

為d，密度是非零元素數目與全部元素數目之

比。
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例子如下：
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sprandsym 另一種呼叫如下：

呼叫型式如下：
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可以使用spy 函數檢查預排程序，函數symand
在MATLAB 裡完成對稱最低階數排序(symmetric 
minimum degree ordering)。

例如：
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下列程式檢查LU分解。
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若矩陣的大小從100×100 增加到3000×3000，則

從程式稿的輸出是
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圖2.7 在LU 分解上，最低階數排序的影響。
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MATLAB 函數symand 提供對稱矩陣的最低階

數排序。對於非對稱矩陣MATLAB 提供函數

colmmd，得到非對稱矩陣的行最低階排序。

一般採用稀疏性計算可以節省浮點運算次數，如

下列程式說明。

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第151/187頁



2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第152/187頁

如果原n×n 矩陣密度為d，則假設原來對角線是

零產生的修改密度為d+1/n。
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稀疏矩陣另一重要應用是解最小平方 (least 
squares) 問題。

使用下列程式：
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2.15 特徵值問題

研究圖2.8 所示的質量和彈簧系統的特例。這系

統的移動方程式為

m1，m2，m3 是系統質量，k1,⋯,k4 是彈簧黏滯性

(stiffnesses)。

(2.33)
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圖2.8 三個自由度的質量- 彈簧系統。

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第157/187頁

d2qi/d2t=−2ui exp(jt)，代入(2.33) 且消去共同項

exp(j t) 得到

若m1=10kg，m2=20kg，m3=30kg，k1=10kN/m，

k2=20kN/m，k3=25kN/m 和k4=15kN/m，則(2.34) 
變成

(2.34)
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(2.35)
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方程式(2.35) 可以用不同方法重排，例如可改寫

成

MATLAB 可用提供函數eig 解特徵值問題，應用

它來解(2.35) 以說明其用途。

(2.36)
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圖2.8 之振動自然頻率是11.72、52.25 及72.21 弳
度／秒。

思考這一問題的標準形式：

方程式(2.37) 可寫成

滿足(2.38) 的值是下列方程式的根

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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例如，

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第163/187頁



2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第164/187頁

得到這些值後代回(2.38) 式得到特徵向量的線性

方程式：

若i,xi 及j,xj 滿足特徵值問題(2.37) 且i, j 是互

異之特徵值，則

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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若調整任意的純量乘數以致於

特徵向量稱為規一化(normalized)。

若是i=j 與其它特徵值k 互異，則

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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考慮A 是實數但不對稱，一對相關的特徵值問題

出現如下：

 (2.47) 式可轉置成

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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若 是滿足(2.46) 及(2.47) 
式的解且i 和j 互異，則

調整向量使得

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)



2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第168/187頁

2.16 迭代法解特徵值問題

第一個方法求主要的或最大的特徵值。此法稱為

乘方法(power method) 或矩陣迭代。

考慮(2.37) 式所定義的特徵值問題，並令向量u0

是一初始嘗試解。

向量u0 是所有特徵向量的線性組合如下：

(2.53)
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其中i 是未知係數且xi 是未知的特徵向量。令迭

代法是

 (2.53) 式代入(2.54) 式可得

(2.54)

(2.55)
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方程式可排列成

將矩陣的n 個特徵值排序成

(2.56)

0
p
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當p 較大時，由(2.56)式可得

於是up 變成正比於x1 且相對的up 及up−1 之比值趨

近 1。

通常每次迭代後，產生的嘗試向量除以其最大元

素而將之規一化，於是將向量內的最大元素化減

為一。數學表示為
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其中max(vp) 是vp最大係數元素。

以下的MATLAB 函數eigit 完成迭代法求主要特

徵值及相關的特徵向量。

(2.57)
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求下列特徵值問題的主要特徵值及其特徵向量。

(2.58)

2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第175/187頁



2-2
2-3
2-4
2-5
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10

2-11
2-12
2-13
2-14
2-15
2-16
2-17

2-1

第176/187頁

迭代法也可以用來求系統的最小特徵值，特徵值

問題Ax= x 重新排列成

第二種迭代程序，稱為逆迭代，是求次要特徵解

(subdominant eigensolutions) 的有效方法。再次考

慮(2.37) 式的特徵值問題，將方程式兩邊減去 x 
可得
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考慮這一迭代方法以嘗試向量u0 開始，然後使用

等效於(2.57) 式的方式可得

(2.60)

(2.59)

(2.61)
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收歛完成時

所以最靠近 之 值是

(2.62)
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2.17 MATLAB 函數eig

現在說明MATLAB 函數eig 使用的演算法。同時

在這程序使用不同的演算法如下：

1. lambda=eig(a)

2. [u,lambda]=eig(a)

3. lambda=eig(a,b)

4. [u,lambda]=eig(a,b)
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QR 程序包括分解海森伯格矩陣成上三角矩陣與

單式矩陣(unitary matrix)，方法如下：

1. k =0

2. 分解Hk 成Qk 和Rk 使得Hk=QkRk，這裡Hk是一

海森伯格或三對角線(tridiagonal) 矩陣。

3. 計算Hk+1=QkRk，特徵值的估側等於

diag(Hk+1)

4. 檢查特徵值的精確度。若這程序尚未收斂，

k=k+1 然後重覆(2)。
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例如：
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當有2 實數或複數自變數(arguments) 在MATLAB 
函數eig 內時， 使用QZ 演算法而非QR 演算法。

QZ 演算法由注意存在一單式矩陣Q 和Z 使
QHAZ=T和QHBZ=S 皆為上三角矩陣開始。這稱

為 廣 義 舒 爾 分 解 (generalized Schurd
ecomposition)。假如skk 不為0，則特徵值由 tkk/skk

計算出，其中k=1,2,⋯n。
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A 可寫成
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以下程式比較eig 函數解不同問題種類的性能。
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MATLAB 也包括求稀疏矩陣特徵值的設備。


